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Hoofdstuk 1

Basiswiskunde

1.1 Goniometrische functies

Voor de goniometrische verhoudingen van een puntp op de eenheidscirkel geldt:

cos(φ) = xp , sin(φ) = yp , tan(φ) =
yp

xp

sin2(x) + cos2(x) = 1 encos−2(x) = 1 + tan2(x).

cos(a± b) = cos(a) cos(b)∓ sin(a) sin(b) , sin(a± b) = sin(a) cos(b)± cos(a) sin(b)

tan(a± b) =
tan(a)± tan(b)

1∓ tan(a) tan(b)
Desomformuleszijn:

sin(p) + sin(q) = 2 sin( 1
2 (p+ q)) cos( 1

2 (p− q))
sin(p)− sin(q) = 2 cos( 1

2 (p+ q)) sin( 1
2 (p− q))

cos(p) + cos(q) = 2 cos( 1
2 (p+ q)) cos( 1

2 (p− q))
cos(p)− cos(q) = −2 sin( 1

2 (p+ q)) sin( 1
2 (p− q))

Hieruit volgt:

2 cos2(x) = 1 + cos(2x) , 2 sin2(x) = 1− cos(2x)
sin(π − x) = sin(x) , cos(π − x) = − cos(x)

sin( 1
2π − x) = cos(x) , cos( 1

2π − x) = sin(x)

Conclusies uit Gelijkheden:

sin(x) = sin(a) ⇒ x = a± 2kπ of x = (π − a)± 2kπ, k ∈ IN
cos(x) = cos(a) ⇒ x = a± 2kπ of x = −a± 2kπ

tan(x) = tan(a) ⇒ x = a± kπ énx 6= π

2
± kπ

Tussen de inverse functies gelden de volgende relaties:

arctan(x) = arcsin
(

x√
x2 + 1

)
= arccos

(
1√

x2 + 1

)
, sin(arccos(x)) =

√
1− x2

1.2 Hyperbolische functies

De hyperbolische functies zijn gedefinieerd door:

sinh(x) =
ex − e−x

2
, cosh(x) =

ex + e−x

2
, tanh(x) =

sinh(x)
cosh(x)

Hieruit volgt datcosh2(x)− sinh2(x) = 1. Verder geldt:

arsinh(x) = ln |x+
√
x2 + 1| , arcosh(x) = arsinh(

√
x2 − 1)

1
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1.3 Infinitesimaalrekening

De definitie van de afgeleide functie is:

df

dx
= lim

h→0

f(x+ h)− f(x)
h

Rekenregels voor afgeleiden zijn:

d(x± y) = dx± dy , d(xy) = xdy + ydx , d

(
x

y

)
=
ydx− xdy

y2

Voor de afgeleide van deinverse functief inv(y), gedefinieerd doorf inv(f(x)) = x, geldt in puntP = (x, f(x)):(
df inv(y)
dy

)
P

·
(
df(x)
dx

)
P

= 1

Kettingregel: alsf = f(g(x)), dan geldt
df

dx
=
df

dg

dg

dx

Verder geldt voor afgeleiden van producten van functies:

(f · g)(n) =
n∑

k=0

(
n

k

)
f (n−k) · g(k)

Voor deprimitieve functieF (x) geldt:F ′(x) = f(x). Een overzicht van afgeleiden en primitieven is:

y = f(x) dy/dx = f ′(x)
∫

f(x)dx

axn anxn−1 a(n+ 1)−1xn+1

1/x −x−2 ln |x|
a 0 ax

ax ax ln(a) ax/ ln(a)
ex ex ex

a log(x) (x ln(a))−1 (x ln(x)− x)/ ln(a)
ln(x) 1/x x ln(x)− x
sin(x) cos(x) − cos(x)
cos(x) − sin(x) sin(x)
tan(x) cos−2(x) − ln | cos(x)|

sin−1(x) − sin−2(x) cos(x) ln | tan( 1
2x)|

sinh(x) cosh(x) cosh(x)
cosh(x) sinh(x) sinh(x)

arcsin(x) 1/
√

1− x2 x arcsin(x) +
√

1− x2

arccos(x) −1/
√

1− x2 x arccos(x)−
√

1− x2

arctan(x) (1 + x2)−1 x arctan(x)− 1
2 ln(1 + x2)

(a+ x2)−1/2 −x(a+ x2)−3/2 ln |x+
√
a+ x2|

(a2 − x2)−1 2x(a2 + x2)−2 1
2a

ln |(a+ x)/(a− x)|

Dekromtestraalρ van een kromme is gegeven door:ρ =
(1 + (y′)2)3/2

|y′′|

Stelling van De ’l Ĥopital: alsf(a) = 0 eng(a) = 0, dan is lim
x→a

f(x)
g(x)

= lim
x→a

f ′(x)
g′(x)
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1.4 Limieten

lim
x→0

sin(x)
x

= 1 , lim
x→0

ex − 1
x

= 1 , lim
x→0

tan(x)
x

= 1 , lim
k→0

(1 + k)1/k = e , lim
x→∞

(
1 +

n

x

)x

= en

lim
x↓0

xa ln(x) = 0 , lim
x→∞

lnp(x)
xa

= 0 , lim
x→0

ln(x+ a)
x

= a , lim
x→∞

xp

ax
= 0 als|a| > 1.

lim
x→0

(
a1/x − 1

)
= ln(a) , lim

x→0

arcsin(x)
x

= 1 , lim
x→∞

x
√
x = 1

1.5 Complexe getallen en quaternionen

1.5.1 Complexe getallen

Het complexe getalz = a + bi meta enb ∈ IR. a is hetreëele deel, b het imaginaire deelvanz. |z| =
√
a2 + b2.

Per definitie geldt:i2 = −1. Elk complex getal is te schrijven alsz = |z| exp(iϕ), mettan(ϕ) = b/a. Decomplex
geconjugeerdevanz is gedefinieerd alsz = z∗ := a− bi. Er geldt verder:

(a+ bi)(c+ di) = (ac− bd) + i(ad+ bc)
(a+ bi) + (c+ di) = a+ c+ i(b+ d)

a+ bi

c+ di
=

(ac+ bd) + i(bc− ad)
c2 + d2

Men kan de goniometrische functies schrijven als complexe e-machten:

sin(x) =
1
2i

(eix − e−ix)

cos(x) =
1
2
(eix + e−ix)

Hieruit volgt cos(ix) = cosh(x) en sin(ix) = i sinh(x). Verder volgt hieruit date±ix = cos(x) ± i sin(x), dus
eiz 6= 0∀z. Ook volgt hieruit de stelling van De Moivre:(cos(ϕ) + i sin(ϕ))n = cos(nϕ) + i sin(nϕ).

Producten en quotiënten van complexe getallen zijn te schrijven als:

z1 · z2 = |z1| · |z2|(cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2))
z1
z2

=
|z1|
|z2|

(cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2))

Er is af te leiden dat geldt:
|z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2| , |z1 − z2| ≥ | |z1| − |z2| |

En uitz = r exp(iθ) volgt: ln(z) = ln(r) + iθ, ln(z) = ln(z)± 2nπi.

1.5.2 Quaternionen

Quaternionen zijn gedefinieerd als:z = a + bi + cj + dk, meta, b, c, d ∈ IR. Er geldt: i2 = j2 = k2 = −1. De
producten vani, j, k onderling zijn gegeven doorij = −ji = k, jk = −kj = i enki = −ik = j.

1.6 Meetkunde

1.6.1 Driehoeken

Wanneer in een driehoekα de hoek is tegenover zijdea, β de hoek tegenover zijdeb enγ de hoek is tegenover zijde
c luidt de sinusregel:

a

sin(α)
=

b

sin(β)
=

c

sin(γ)
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en de cosinusregel:a2 = b2 + c2 − 2bc cos(α). In elke driehoek geldt datα+ β + γ = 180◦.

Verder geldt:
tan( 1

2 (α+ β))
tan( 1

2 (α− β))
=
a+ b

a− b

De oppervlakte van een driehoek is1
2ab sin(γ) = 1

2aha =
√
s(s− a)(s− b)(s− c) metha de hoogtelijn op zijde

a ens = 1
2 (a+ b+ c).

1.6.2 Krommen

Cyclöıde: indien een cirkel met straala rolt over een lijn geldt voor de baan van een punt op de cirkel de parame-
tervergelijking:x = a(t+ sin(t)), y = a(1 + cos(t)).

Epicyclöıde: indien een kleine cirkel met straala rolt over een grote cirkel met straalR geldt voor de baan van een
punt op de kleine cirkel de parametervergelijking:

x = a sin
(
R+ a

a
t

)
+ (R+ a) sin(t) , y = a cos

(
R+ a

a
t

)
+ (R+ a) cos(t)

Hypocyclöıde: indien een kleine cirkel met straala rolt binnenin een grote cirkel met straalR geldt voor de baan
van een punt op de kleine cirkel de parametervergelijking:

x = a sin
(
R− a

a
t

)
+ (R− a) sin(t) , y = −a cos

(
R− a

a
t

)
+ (R− a) cos(t)

Een hypocyclöıde meta = R heet eencardioı̈de. In poolcöordinaten is deze gegeven door de vergelijking:r(ϕ) =
2a[1− cos(ϕ)].

1.7 Vectoren

Het inproductis gedefinieerd door:~a ·~b =
∑

i

aibi = |~a | · |~b | cos(ϕ)

waarbijϕ de hoek tussen~a en~b is. Hetuitproductis in IR3 gedefinieerd door:

~a×~b =

 aybz − azby
azbx − axbz
axby − aybx

 =

∣∣∣∣∣∣
~ex ~ey ~ez

ax ay az

bx by bz

∣∣∣∣∣∣
Verder geldt:|~a×~b | = |~a | · |~b | sin(ϕ), en~a× (~b× ~c ) = (~a · ~c )~b− (~a ·~b )~c.

1.8 Reeksen

1.8.1 Ontwikkelingen

Het Binomium van Newton is:(a+ b)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
an−kbk, waarin

(
n

k

)
:=

n!
k!(n− k)!

.

Door de reeksen
n∑

k=0

rk enr
n∑

k=0

rk van elkaar af te trekken vindt men

n∑
k=0

rk =
1− rn+1

1− r
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dit geeft voor|r| < 1 degeometrische reeks:
∞∑

k=0

rk =
1

1− r
.

De rekenkundige reeksis gegeven door:
N∑

n=0

(a+ nV ) = a(N + 1) + 1
2N(N + 1)V .

De ontwikkeling van een functie rondom het punta is gegeven door deTaylorreeks:

f(x) = f(a) + (x− a)f ′(a) +
(x− a)2

2
f ′′(a) + · · ·+ (x− a)n

n!
f (n)(a) +R

waarin de restterm gegeven is door:

Rn(h) = (1− θ)nh
n

n!
f (n+1)(θh)

en voldoet aan:
mhn+1

(n+ 1)!
≤ Rn(h) ≤ Mhn+1

(n+ 1)!

Hieruit kan men afleiden dat:

(1− x)α =
∞∑

n=0

(
α

n

)
xn

Er is af te leiden dat:
∞∑

n=1

1
n2

=
π2

6
,
∞∑

n=1

1
n4

=
π4

90
,
∞∑

n=1

1
n6

=
π6

945

n∑
k=1

k2 = 1
6n(n+ 1)(2n+ 1) ,

∞∑
n=1

(−1)n+1

n2
=
π2

12
,

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
= ln(2)

∞∑
n=1

1
4n2 − 1

= 1
2 ,

∞∑
n=1

1
(2n− 1)2

=
π2

8
,

∞∑
n=1

1
(2n− 1)4

=
π4

96
,

∞∑
n=1

(−1)n+1

(2n− 1)3
=
π3

32

1.8.2 Convergentie en divergentie van reeksen

Als
∑
n
|un| convergeert, convergeert

∑
n
un ook.

Als lim
n→∞

un 6= 0 divergeert
∑
n
un.

Een alternerende reeks waarvan de termen in absolute waarde monotoon tot 0 naderen is convergent (Leibniz).

Als
∫∞

p
f(x)dx <∞ dan convergeert

∑
n
fn.

Als un > 0 ∀n dan convergeert
∑
n
un áls

∑
n

ln(un + 1) convergeert.

Als un = cnx
n geldt voor de convergentiestraalρ van

∑
n
un:

1
ρ

= lim
n→∞

n
√
|cn| = lim

n→∞

∣∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣∣.
De reeks

∞∑
n=1

1
np

is convergent alsp > 1 en divergent alsp ≤ 1.

Als geldt: lim
n→∞

un

vn
= p, dan geldt: alsp > 0 zijn

∑
n
un en

∑
n
vn beide divergent of beide convergent, alsp = 0

geldt: als
∑
n
vn convergeert, d́an convergeert

∑
n
un ook.

WanneerL gedefinieerd wordt door:L = lim
n→∞

n
√
|nn| óf door: L = lim

n→∞

∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣, dan is
∑
n
un divergent als

L > 1 en convergent alsL < 1.
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1.8.3 Convergentie en divergentie van functies

f(x) is continu inx = a dan en slechts dan als de boven- en onderlimiet gelijk zijn:lim
x↑a

f(x) = lim
x↓a

f(x). Dit

wordt wel genoteerd als:f(a−) = f(a+).

Indienf(x) continu is ina en: lim
x↑a

f ′(x) = lim
x↓a

f ′(x), dan is f(x) differentieerbaar inx = a.

We definïeren:‖f‖W := sup(|f(x)| |x ∈ W ) en lim
x→∞

fn(x) = f(x). Dan geldt:{fn} is uniform convergent als

lim
n→∞

‖fn − f‖ = 0, of: ∀(ε > 0)∃(N)∀(n ≥ N)‖fn − f‖ < ε.

De toets van Weierstrass: als
∑
‖un‖W convergent is, dan is

∑
un uniform convergent.

We definïerenS(x) =
∞∑

n=N

un(x) enF (y) =

b∫
a

f(x, y)dx := F . Dan is te bewijzen dat:

Stelling Voor Eisen opW Dan geldt opW
rijen fn continu, f is continu

{fn} uniform convergent
C reeksen S(x) uniform convergent, S is continu

un continu
integraal f is continu F is continu
rijen fn integreerbaar, fn is integreerbaar,

{fn} uniform convergent
∫
f(x)dx = lim

n→∞

∫
fndx

I reeksen S(x) is uniform convergent, S integreerbaar,
∫
Sdx =

∑∫
undx

un is integreerbaar

integraal f is continu
∫
Fdy =

∫∫
f(x, y)dxdy

rijen {fn} ∈C−1; {f ′n} unif. conv.→ φ f ′ = φ(x)

D reeksen un ∈C−1;
∑
un conv;

∑
u′n u.c. S′(x) =

∑
u′n(x)

integraal ∂f/∂y continu Fy =
∫
fy(x, y)dx

1.9 Producten en quotïenten

Voor a, b, c, d ∈ IR gelden:
Dedistributieve eigenschap: (a+ b)(c+ d) = ac+ ad+ bc+ bd
Deassociatieve eigenschap: a(bc) = b(ac) = c(ab) ena(b+ c) = ab+ ac
Decommutatieve eigenschap: a+ b = b+ a, ab = ba.

Verder geldt:

a2n − b2n

a± b
= a2n−1 ± a2n−2b+ a2n−3b2 ± · · · ± b2n−1 ,

a2n+1 − b2n+1

a+ b
=

n∑
k=0

a2n−kb2k

(a± b)(a2 ± ab+ b2) = a3 ± b3 , (a+ b)(a− b) = a2 + b2 ,
a3 ± b3

a+ b
= a2 ∓ ba+ b2

1.10 Logaritmen

Definitie: a log(x) = b⇔ ab = x. Voor logaritmen met grondtale schrijft menln(x).

Rekenregels: log(xn) = n log(x), log(a) + log(b) = log(ab), log(a)− log(b) = log(a/b).
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1.11 Polynomen

Vergelijkingen van de vorm
n∑

k=0

akx
k = 0

hebbenn nulpunten die eventueel samenvallen. Ieder polynoomp(z) met graadn ≥ 1 heeft tenminstéeén nulpunt
in C . Als alle ak ∈ IR, dan geldt: isx = p metp ∈ C een nulpunt, dan isp∗ ook een nulpunt. Polynomen tot
en met graad 4 zijn algemeen analytisch oplosbaar, voor polynomen met graad≥ 5 bestaat geen algemeen geldige
analytische oplossing.

Voor a, b, c ∈ IR ena 6= 0 geldt: de 2e graads vergelijkingax2 + bx+ c = 0 heeft als algemene oplossing:

x =
−b±

√
b2 − 4ac

2a

Voor a, b, c, d ∈ IR ena 6= 0 geldt: de 3e graads vergelijkingax3 +bx2 +cx+d = 0 heeft als algemene analytische
oplossing:

x1 = K − 3ac− b2

9a2K
− b

3a

x2 = x∗3 = −K
2

+
3ac− b2

18a2K
− b

3a
+ i

√
3

2

(
K +

3ac− b2

9a2K

)

metK =

(
9abc− 27da2 − 2b3

54a3
+
√

3
√

4ac3 − c2b2 − 18abcd+ 27a2d2 + 4db3

18a2

)1/3

1.12 Priemgetallen

Eenpriemgetalis een getal∈ IN dat slechts deelbaar is door zichzelf en door 1. Er zijn∞ veel priemgetallen.
Bewijs: stel dat de verzameling priemgetallenP eindig is, vorm dan het getalq = 1 +

∏
p∈P

p, dan geldtq = 1(p) en

q kan dus niet als product van priemgetallen uitP geschreven worden. Dit is een tegenspraak.

Indienπ(x) het aantal priemgetallen≤ x is, dan geldt:

lim
x→∞

π(x)
x/ ln(x)

= 1 en lim
x→∞

π(x)
x∫
2

dt
ln(t)

= 1

Voor iedereN ≥ 2 is er een priemgetal tussenN en2N .

De getallenFk := 2k + 1 metk ∈ IN heten degetallen van Fermat. Hiertussen zitten vele priemgetallen.

De getallenMk := 2k − 1 heten degetallen van Mersenne. Men stuit hierop bij het opsporen vanperfecte
getallen, d.w.z. getallenn ∈ IN die tevens de som van hun verschillende delers zijn, bv.6 = 1 + 2 + 3. Voor
k < 12000 zijn er 23 priemgetallen van Mersenne: voork ∈ {2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607,
1279, 2203, 2281, 3217, 4253, 4423, 9689, 9941, 11213}.

Om te bepalen of een gegeven getaln een priemgetal is kan men met zeefmethoden werken, waarvan die van
Eratosthenes de eerst bekende is. Een snellere manier voor grote getallen zijn de 4 testen van Fermat, die welliswaar
niet bewijzen dat een getal priem is maar wel een hoge waarschijnlijkheid geven:

1. Neem de eerste 4 priemgetallen:b = {2, 3, 5, 7},

2. Neemw(b) = bn−1 mod n, voor iedereb,

3. Alsw = 1 voor elkeb is n waarschijnlijk priem. Voor elke andere waarde vanw is n zeker geen priemgetal.



Hoofdstuk 2

Kansrekening en statistiek

2.1 Combinatoriek

Het aantal mogelijkecombinatiesvank elementen uitn elementen is gegeven door(
n

k

)
=

n!
k!(n− k)!

Het aantalpermutatiesvanp uit n is gegeven door

n!
(n− p)!

= p!
(
n

p

)
Het aantal verschillende manieren omni elementen ini groepen onder te brengen bij een totaal vanN elementen is

N !∏
i

ni!

2.2 Kansrekening

De kansP (A) dat een gebeurtenisA plaatsvindt is gedefinieerd door:

P (A) =
n(A)
n(U)

waarinn(A) het aantal keren is datA plaatsvindt enn(U) het totale aantal gebeurtenissen is.

De kansP (¬A) datA niet plaatsvindt is:P (¬A) = 1− P (A). De kansP (A ∪B) datA enB beideplaatsvinden
is gegeven door:P (A ∪ B) = P (A) + P (B) − P (A ∩ B). Als A enB onafhankelijk zijn, geldt:P (A ∩ B) =
P (A) · P (B).

De kansP (A|B) datA plaatsvindt, gegeven datB plaatsvindt, is:

P (A|B) =
P (A ∩B)
P (B)

2.3 Statistiek

2.3.1 Algemeen

Hetgemiddelde〈x〉 van een verzameling waarden is:〈x〉 =
∑

i xi/n. Destandaarddeviatieσx in de verdeling van
x is gegeven door:

σx =

√√√√ n∑
i=1

(xi − 〈x〉)2

n

Wanneer met steekproeven gewerkt wordt is de varianties van de toevalsgrootte gegeven doors2 =
n

n− 1
σ2.

8
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Decovariantieσxy vanx eny is gegeven door:

σxy =

n∑
i=1

(xi − 〈x〉)(yi − 〈y〉)

n− 1

Decorrelatiecöefficïentrxy vanx eny is dan:rxy = σxy/σxσy.

De standaarddeviatie in een variabelef(x, y) ten gevolge van afwijkingen in de bepaaldheid inx eny is:

σ2
f(x,y) =

(
∂f

∂x
σx

)2

+
(
∂f

∂y
σy

)2

+
∂f

∂x

∂f

∂y
σxy

2.3.2 Verdelingen

1. De Binomiaalverdeling is de verdeling die een trekking met teruglegging beschrijft. De kans op succes isp.
De kansP opk successen uitn trekkingen is dan gegeven door:

P (x = k) =
(
n

k

)
pk(1− p)n−k

De standaarddeviatie is gegeven doorσx =
√
np(1− p) en de verwachtingswaarde isε = np.

2. De Hypergeometrische verdelingis de verdeling die een trekking zonder terugleggen beschrijft waarin de
volgorde er niet toe doet. De kans opk successen in een trekking uitA mogelijk positieve enB mogelijk
negatieve resultaten is dan gegeven door:

P (x = k) =

(
A

k

)(
B

n− k

)
(
A+B

n

)
De verwachtingswaarde is gegeven doorε = nA/(A+B).

3. De Poisson verdelingontstaat uit de binomiaalverdeling wanneerp → 0, n → ∞, en tegelijkertijd het
productnp = λ constant is.

P (x) =
λxe−λ

x!

Deze verdeling is genormeerd op
∞∑

x=0

P (x) = 1.

4. De Normaalverdeling is een benadering van de binomiaalverdeling voor continue variabelen:

P (x) =
1

σ
√

2π
exp

(
−1

2

(
x− 〈x〉
σ

)2
)

5. De Uniforme verdeling treedt op als aselect een getalx genomen wordt uit de verzamelinga ≤ x ≤ b en is
gegeven door: 

P (x) =
1

b− a
als a ≤ x ≤ b

P (x) = 0 in alle andere gevallen

〈x〉 = 1
2 (b− a) enσ2 =

(b− a)2

12
.
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6. De Gamma verdelingis gegeven door:{
P (x) =

xα−1e−x/β

βαΓ(α)
als 0 ≤ y ≤ ∞

metα > 0 enβ > 0. De verdeling heeft de volgende eigenschappen:〈x〉 = αβ, σ2 = αβ2.

7. De Beta verdelingis gegeven door:
P (x) =

xα−1(1− x)β−1

β(α, β)
als 0 ≤ x ≤ 1

P (x) = 0 elders

en heeft de volgende eigenschappen:〈x〉 =
α

α+ β
, σ2 =

αβ

(α+ β)2(α+ β + 1)
.

VoorP (χ2) geldt:α = V/2 enβ = 2.

8. De Weibull verdeling is gegeven door:
P (x) =

α

β
xα−1e−xα

als 0 ≤ x ≤ ∞∧ α ∧ β > 0

P (x) = 0 in alle andere gevallen

Het gemiddelde is〈x〉 = β1/αΓ((α+ 1)α)

9. Bij eentweeledige verdelinggeldt:

P1(x1) =
∫
P (x1, x2)dx2 , P2(x2) =

∫
P (x1, x2)dx1

met

ε(g(x1, x2)) =
∫∫

g(x1, x2)P (x1, x2)dx1dx2 =
∑
x1

∑
x2

g · P

2.4 Regressie analyse

Wanneer er een verband tussen de groothedenx en y bestaat van de vormy = ax + b, en men een setxi en
bijbehorendeyi gemeten heeft, geldt het volgende verband voora enb (~x = (x1, x2, ..., xn) en~e = (1, 1, ..., 1)):

~y − a~x− b~e ∈< ~x,~e >⊥

Hieruit volgt dat de inproducten 0 zijn:{
(~y, ~x )− a(~x, ~x )− b(~e, ~x ) = 0
(~y,~e )− a(~x,~e )− b(~e,~e ) = 0

met(~x, ~x ) =
∑
i

x2
i , (~x, ~y ) =

∑
i

xiyi, (~x,~e ) =
∑
i

xi en(~e,~e ) = n. Hieruit volgena enb.

Dit geldt ook voor hogere orde polynoom fits: voor een 2e orde fit geldt:

~y − a ~x2 − b~x− c~e ∈< ~x2, ~x,~e >⊥

met ~x2 = (x2
1, ..., x

2
n).

Decorrelatie cöefficïentr is een maat voor hoe goed een fit is. Bij lineaire regressie is ze gegeven door:

r =
n
∑
xy −

∑
x
∑
y√

(n
∑
x2 − (

∑
x)2)(n

∑
y2 − (

∑
y)2)



Hoofdstuk 3

Analyse

3.1 Integraalrekening

3.1.1 Rekenregels

De primitieve functieF (x) vanf(x) voldoet aan:F ′(x) = f(x). Met F (x) de primitieve vanf(x) geldt voor de
bepaalde integraal

b∫
a

f(x)dx = F (b)− F (a)

Als u = f(x) geldt:
b∫

a

g(f(x))df(x) =

f(b)∫
f(a)

g(u)du

Parti ëel integreren: metF enG de primitieven vanf resp.g geldt:∫
f(x) · g(x)dx = f(x)G(x)−

∫
G(x)

df(x)
dx

dx

Afgeleide onder het integraalteken brengen (ziesectie 1.8.3voor de eisen wanneer dit kan):

d

dy

 x=h(y)∫
x=g(y)

f(x, y)dx

 =

x=h(y)∫
x=g(y)

∂f(x, y)
∂y

dx− f(g(y), y)
dg(y)
dy

+ f(h(y), y)
dh(y)
dy

3.1.2 Lengten, oppervlakten en volumen

De lengtè van een krommey(x) is gegeven door:

` =
∫ √

1 +
(
dy(x)
dx

)2

dx

De lengtè van een parameterkrommeF (~x(t)) is:

` =
∫
Fds =

∫
F (~x(t))|~̇x(t)|dt

met

~t =
d~x

ds
=

~̇x(t)
|~̇x(t)|

, |~t | = 1∫
(~v,~t)ds =

∫
(~v, ~̇t(t))dt =

∫
(v1dx+ v2dy + v3dz)

De oppervlakteA van een omwentelingslichaam is:

A = 2π
∫
y

√
1 +

(
dy(x)
dx

)2

dx

11
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Het volumeV van een omwentelingslichaam is:

V = π

∫
f2(x)dx

3.1.3 Breuksplitsen

Iedere rationele functieP (x)/Q(x) metP enQ polynomen is te schrijven als een lineaire combinatie van functies
van de gedaante(x− a)k metk ∈ ZZ, en van functies van de gedaante

px+ q

((x− a)2 + b2)n

metb > 0 enn ∈ IN . Dus:

p(x)
(x− a)n

=
n∑

k=1

Ak

(x− a)k
,

p(x)
((x− b)2 + c2)n

=
n∑

k=1

Akx+B

((x− b)2 + c2)k

Recurrente betrekking: voorn 6= 0 geldt:∫
dx

(x2 + 1)n+1
=

1
2n

x

(x2 + 1)n
+

2n− 1
2n

∫
dx

(x2 + 1)n

3.1.4 Speciale functies

Elliptische functies

Elliptische functies zijn als volgt als reeks te schrijven:

√
1− k2 sin2(x) = 1−

∞∑
n=1

(2n− 1)!!
(2n)!!(2n− 1)

k2n sin2n(x)

1√
1− k2 sin2(x)

= 1 +
∞∑

n=1

(2n− 1)!!
(2n)!!

k2n sin2n(x)

metn!! = n(n− 2)!!.

De Gamma functie

De gammafunctieΓ(y) is gedefinieerd door:

Γ(y) =

∞∫
0

e−xxy−1dx

Er geldt:Γ(y + 1) = yΓ(y) = y!. Op deze manier zijn faculteiten voor niet-gehele getallen te definiëren. Verder is
af te leiden dat

Γ(n+ 1
2 ) =

√
π

2n
(2n− 1)!! en Γ(n)(y) =

∞∫
0

e−xxy−1 lnn(x)dx
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De Beta functie

De betafunctieβ(p, q) is gedefinieerd door:

β(p, q) =

1∫
0

xp−1(1− x)q−1dx

metp enq > 0. Tussen de beta- en gammafunctie geldt het volgende verband:

β(p, q) =
Γ(p)Γ(q)
Γ(p+ q)

De Delta functie

De delta functieδ(x) is een oneindig dunne piekfunctie met oppervlakte 1. Ze is te definiëren als:

δ(x) = lim
ε→0

P (ε, x) met P (ε, x) =

{
0 voor |x| > ε
1
2ε

voor |x| < ε

Enkele eigenschappen zijn:
∞∫
−∞

δ(x)dx = 1 ,

∞∫
−∞

F (x)δ(x)dx = F (0)

3.1.5 Goniometrische integralen

Voor het oplossen van goniometrische integralen is het vaak nuttig te wisselen van variabele. Als men stelt dat
tan( 1

2x) := t geldt:

dx =
2dt

1 + t2
, cos(x) =

1− t2

1 + t2
, sin(x) =

2t
1 + t2

Iedere integraal van het type
∫
R(x,

√
ax2 + bx+ c)dx is te herleiden tot de types die insectie 3.1.3behandeld

zijn. Na herleiding substitueert men in:∫
R(x,

√
x2 + 1)dx : x = tan(ϕ) , dx =

dϕ

cos(ϕ)
of
√
x2 + 1 = t+ x∫

R(x,
√

1− x2)dx : x = sin(ϕ) , dx = cos(ϕ)dϕ of
√

1− x2 = 1− tx∫
R(x,

√
x2 − 1)dx : x =

1
cos(ϕ)

, dx =
sin(ϕ)
cos2(ϕ)

dϕ of
√
x2 − 1 = x− t

De volgende bepaalde integralen zijn eenvoudig op te lossen:

π/2∫
0

cosn(x) sinm(x)dx =
(n− 1)!!(m− 1)!!

(m+ n)!!
·
{
π/2 alsm enn beide even zijn
1 in alle andere gevallen

Enkele belangrijke integralen zijn:

∞∫
0

xdx

eax + 1
=

π2

12a2
,

∞∫
−∞

x2dx

(ex + 1)2
=
π2

3
,

∞∫
0

x3dx

ex + 1
=
π4

15
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3.2 Functies met meer variabelen

3.2.1 Afgeleiden

Departiële afgeleidenaarx van een functief(x, y) is gedefinieerd door:(
∂f

∂x

)
x0

= lim
h→0

f(x0 + h, y0)− f(x0, y0)
h

De richtingsafgeleidein richtingα is gedefinieerd door:

∂f

∂α
= lim

r↓0

f(x0 + r cos(α), y0 + r sin(α))− f(x0, y0)
r

= (~∇f, (sinα, cosα)) =
∇f · ~v
|~v|

Wanneer men overgaat op andere coördinatenf(x(u, v), y(u, v)) geldt:

∂f

∂u
=
∂f

∂x

∂x

∂u
+
∂f

∂y

∂y

∂u

Als x(t) eny(t) van maaŕeén parametert afhangen geldt:

∂f

∂t
=
∂f

∂x

dx

dt
+
∂f

∂y

dy

dt

De totale differentiaaldf van een functie met 3 variabelen is gegeven door:

df =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy +

∂f

∂z
dz

Dus
df

dx
=
∂f

∂x
+
∂f

∂y

dy

dx
+
∂f

∂z

dz

dx

De raaklijn in het punt~x0 aan het oppervlakf(x, y) = 0 heeft als vergelijking:
fx(~x0)(x− x0) + fy(~x0)(y − y0) = 0.

Het raakvlakin ~x0 is gegeven door:fx(~x0)(x− x0) + fy(~x0)(y − y0) = z − f(~x0).

3.2.2 Taylorreeksen

Men kan een functie van 2 variabelen als volgt in een Taylorreeks ontwikkelen:

f(x0 + h, y0 + k) =
n∑

p=0

1
p!

(
h
∂p

∂xp
+ k

∂p

∂yp

)
f(x0, y0) +R(n)

metR(n) de restfout en (
h
∂p

∂xp
+ k

∂p

∂yp

)
f(a, b) =

p∑
m=0

(
p

m

)
hmkp−m ∂pf(a, b)

∂xm∂yp−m

3.2.3 Extrema

Indienf continu is op een compacte randV heeftf een globaal maximum en een globaal minimum op deze rand.
Een rand is compact als hij begrensd en gesloten is.

Kandidaten voor extrema vanf(x, y) op een randV ∈ IR2 zijn:

1. Punten opV waarf(x, y) niet differentieerbaar is,
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2. Punten waar~∇f = ~0,

3. Indien de randV gegeven is doorϕ(x, y) = 0 zijn alle punten waar~∇f(x, y) + λ~∇ϕ(x, y) = 0 kandidaten
voor extrema. Dit is de multiplicatoren methode van Lagrange,λ is een multiplicator.

In IR3 geldt dat, indien het te onderzoeken gebied begrensd is door een compacteV , metV gedefinieerd door
ϕ1(x, y, z) = 0 enϕ2(x, y, z) = 0, voor extrema vanf(x, y, z) hetzelfde als opIR2 m.b.t. punt (1) en (2). Punt (3)
wordt als volgt herschreven: potentiële extra zijn punten waar~∇f(x, y, z)+λ1

~∇ϕ1(x, y, z)+λ2
~∇ϕ2(x, y, z) = 0.

3.2.4 De∇-operator

In cartesische cöordinaten(x, y, z) geldt:

~∇ =
∂

∂x
~ex +

∂

∂y
~ey +

∂

∂z
~ez

gradf =
∂f

∂x
~ex +

∂f

∂y
~ey +

∂f

∂z
~ez

div ~a =
∂ax

∂x
+
∂ay

∂y
+
∂az

∂z

rot ~a =
(
∂az

∂y
− ∂ay

∂z

)
~ex +

(
∂ax

∂z
− ∂az

∂x

)
~ey +

(
∂ay

∂x
− ∂ax

∂y

)
~ez

∇2f =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2

In cylindercöordinaten(r, ϕ, z) geldt:

~∇ =
∂

∂r
~er +

1
r

∂

∂ϕ
~eϕ +

∂

∂z
~ez

gradf =
∂f

∂r
~er +

1
r

∂f

∂ϕ
~eϕ +

∂f

∂z
~ez

div ~a =
∂ar

∂r
+
ar

r
+

1
r

∂aϕ

∂ϕ
+
∂az

∂z

rot ~a =
(

1
r

∂az

∂ϕ
− ∂aϕ

∂z

)
~er +

(
∂ar

∂z
− ∂az

∂r

)
~eϕ +

(
∂aϕ

∂r
+
aϕ

r
− 1
r

∂ar

∂ϕ

)
~ez

∇2f =
∂2f

∂r2
+

1
r

∂f

∂r
+

1
r2
∂2f

∂ϕ2
+
∂2f

∂z2

In bolcöordinaten(r, θ, ϕ) geldt:

~∇ =
∂

∂r
~er +

1
r

∂

∂θ
~eθ +

1
r sin θ

∂

∂ϕ
~eϕ

gradf =
∂f

∂r
~er +

1
r

∂f

∂θ
~eθ +

1
r sin θ

∂f

∂ϕ
~eϕ

div ~a =
∂ar

∂r
+

2ar

r
+

1
r

∂aθ

∂θ
+

aθ

r tan θ
+

1
r sin θ

∂aϕ

∂ϕ

rot ~a =
(

1
r

∂aϕ

∂θ
+

aθ

r tan θ
− 1
r sin θ

∂aθ

∂ϕ

)
~er +

(
1

r sin θ
∂ar

∂ϕ
− ∂aϕ

∂r
− aϕ

r

)
~eθ +(

∂aθ

∂r
+
aθ

r
− 1
r

∂ar

∂θ

)
~eϕ

∇2f =
∂2f

∂r2
+

2
r

∂f

∂r
+

1
r2
∂2f

∂θ2
+

1
r2 tan θ

∂f

∂θ
+

1
r2 sin2 θ

∂2f

∂ϕ2
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Algemene kromlijnige orthonormale coördinaten(u, v, w) kunnen uit cartesische coördinaten verkregen worden
door de transformatie~x = ~x(u, v, w). Dan worden de eenheidsvectoren gegeven door:

~eu =
1
h1

∂~x

∂u
, ~ev =

1
h2

∂~x

∂v
, ~ew =

1
h3

∂~x

∂w

waarin de factorenhi zorgen voor de normering op lengte 1. De differentiaaloperatoren worden dan gegeven door:

gradf =
1
h1

∂f

∂u
~eu +

1
h2

∂f

∂v
~ev +

1
h3

∂f

∂w
~ew

div ~a =
1

h1h2h3

(
∂

∂u
(h2h3au) +

∂

∂v
(h3h1av) +

∂

∂w
(h1h2aw)

)
rot ~a =

1
h2h3

(
∂(h3aw)
∂v

− ∂(h2av)
∂w

)
~eu +

1
h3h1

(
∂(h1au)
∂w

− ∂(h3aw)
∂u

)
~ev +

1
h1h2

(
∂(h2av)
∂u

− ∂(h1au)
∂v

)
~ew

∇2f =
1

h1h2h3

[
∂

∂u

(
h2h3

h1

∂f

∂u

)
+

∂

∂v

(
h3h1

h2

∂f

∂v

)
+

∂

∂w

(
h1h2

h3

∂f

∂w

)]
Enkele eigenschappen van de∇-operator zijn:

div(φ~v) = φdiv~v + gradφ · ~v rot(φ~v) = φrot~v + (gradφ)× ~v rot gradφ = ~0
div(~u× ~v) = ~v · (rot~u)− ~u · (rot~v) rot rot~v = grad div~v −∇2~v div rot~v = 0
div gradφ = ∇2φ ∇2~v ≡ (∇2v1,∇2v2,∇2v3)

Hierin is~v een willekeurig vectorveld enφ een willekeurig scalarveld.

3.2.5 Integraalstellingen

Enkele belangrijke integraalstellingen zijn:

Gauss:
∫∫
© (~v · ~n)d2A =

∫∫∫
(div~v )d3V

Stokes voor een scalarveld:
∮

(φ · ~et)ds =
∫∫

(~n× gradφ)d2A

Stokes voor een vectorveld:
∮

(~v · ~et)ds =
∫∫

(rot~v · ~n)d2A

dit geeft:
∫∫
© (rot~v · ~n)d2A = 0

Ostrogradsky:
∫∫
© (~n× ~v )d2A =

∫∫∫
(rot~v )d3A∫∫

© (φ~n )d2A =
∫∫∫

(gradφ)d3V

Hierin wordt het orïenteerbare oppervlak
∫∫

d2A begrensd door de Jordankrommes(t).

3.2.6 Meervoudige integralen

Als A een gesloten kromme is die gegeven wordt doorf(x, y) = 0 wordt het oppervlakA binnen de kromme in
IR2 gegeven door

A =
∫∫

d2A =
∫∫

dxdy
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Aanname: het oppervlakA wordt gedefinieerd door de functiez = f(x, y). Het volumeV tussenA en hetxy vlak
wordt dan gegeven door:

V =
∫∫

f(x, y)dxdy

Het volume binnen een gesloten oppervlak dat gedefinieerd is doorz = f(x, y) is gegeven door:

V =
∫∫∫

d3V =
∫∫

f(x, y)dxdy =
∫∫∫

dxdydz

3.2.7 Cöordinatentransformaties

De uitdrukkingend2A end3V transformeren als volgt wanneer men overgaat op coördinaten~u = (u, v, w) via de
transformatiex(u, v, w):

V =
∫∫∫

f(x, y, z)dxdydz =
∫∫∫

f(~x(~u))
∣∣∣∣∂~x∂~u

∣∣∣∣ dudvdw
In IR2 geldt:

∂~x

∂~u
=
∣∣∣∣ xu xv

yu yv

∣∣∣∣
Als het oppervlakA gegeven is doorz = F (x, y) = X(u, v) is het volume tussen hetxy vlak enF gegeven door:∫∫

S

f(~x)d2A =
∫∫
G

f(~x(~u))
∣∣∣∣∂X∂u × ∂X

∂v

∣∣∣∣ dudv =
∫∫
G

f(x, y, F (x, y))
√

1 + ∂xF 2 + ∂yF 2dxdy

3.3 Orthogonaliteit van functies

Het inproduct van twee functiesf(x) eng(x) op het interval[a, b] is gegeven door:

(f, g) =

b∫
a

f(x)g(x)dx

of, als men een gewichtsfunctiep(x) hanteert door:

(f, g) =

b∫
a

p(x)f(x)g(x)dx

Denorm‖f‖ volgt dan uit:‖f‖2 = (f, f). Een set functiesfi is orthonormaalals geldt:(fi, fj) = δij .

Elke functief(x) is te schrijven als een som van orthogonale functies:

f(x) =
∞∑

i=0

cigi(x)

en
∑
c2i ≤ ‖f‖2. Als de setgi orthogonaal is volgt:

ci =
f, gi

(gi, gi)
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3.4 Fourier reeksen

Elke functie is te schrijven als een som van onafhankelijke basisfuncties. Indien men voor de orthogonale basis
(cos(nx), sin(nx)) kiest spreekt men van een Fourier reeks.

Een periodieke functief(x) met periode2L is te schrijven als:

f(x) = a0 +
∞∑

n=1

[
an cos

(nπx
L

)
+ bn sin

(nπx
L

)]
Voor de cöefficiënten volgt dan vanwege de orthogonaliteit:

a0 =
1

2L

L∫
−L

f(t)dt , an =
1
L

L∫
−L

f(t) cos
(
nπt

L

)
dt , bn =

1
L

L∫
−L

f(t) sin
(
nπt

L

)
dt

Men kan een Fourier reeks ook schrijven als een som van complexe e-machten:

f(x) =
∞∑

n=−∞
cneinx

met

cn =
1
2π

π∫
−π

f(x)e−inxdx

DeFouriertransformatievan een functief(x) levert een getransformeerde functief̂(ω) op:

f̂(ω) =
1√
2π

∞∫
−∞

f(x)e−iωxdx

De inverse transformatie is gegeven door:

1
2
[
f(x+) + f(x−)

]
=

1√
2π

∞∫
−∞

f̂(ω)eiωxdω

waarinf(x+) enf(x−) gedefinieerd zijn door de onder- en bovenlimiet:

f(a−) = lim
x↑a

f(x) , f(a+) = lim
x↓a

f(x)

Voor continue functies geldt dat12 [f(x+) + f(x−)] = f(x).
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Differentiaalvergelijkingen

4.1 Lineaire differentiaalvergelijkingen

4.1.1 Eerste orde lineaire DV

De algemene oplossing van een lineaire differentiaalvergelijking is gegeven dooryA = yH + yP, waarinyH de
oplossing van dehomogene vergelijkingis enyP eenparticuliere oplossing.

Een differentiaalvergelijking van de eerste orde is gegeven door:y′(x) + a(x)y(x) = b(x). De bijbehorende
homogene vergelijking isy′(x) + a(x)y(x) = 0.

De oplossing van de homogene vergelijking is gegeven door

yH = k exp
(∫

a(x)dx
)

Stel data(x) = a =constant.

Substitutie vanexp(λx) in de homogene vergelijking leidt tot dekarakteristieke vergelijkingλ+a = 0 ⇒ λ = −a.

Stel datb(x) = α exp(µx). Dan zijn er twee gevallen:

1. λ 6= µ: een particuliere oplossing is:yP = exp(µx)

2. λ = µ: een particuliere oplossing is:yP = x exp(µx)

Bij oplossing doorvariatie van constantestelt men:yP(x) = yH(x)f(x), en lost hieruitf(x) op.

4.1.2 Tweede orde lineaire DV

Een differentiaalvergelijking van de tweede orde met constante coëfficiënten is gegeven door:y′′(x) + ay′(x) +
by(x) = c(x). Indienc(x) = c =constant bestaat er een particuliere oplossingyP = c/b.

Substitutie vany = exp(λx) leidt tot de karakteristieke vergelijkingλ2 + aλ+ b = 0.

Er zijn nu 2 mogelijkheden:

1. λ1 6= λ2: dan isyH = α exp(λ1x) + β exp(λ2x).

2. λ1 = λ2 = λ: dan isyH = (α+ βx) exp(λx).

Als c(x) = p(x) exp(µx) metp(x) een polynoom is zijn er 3 mogelijkheden:

1. λ1, λ2 6= µ: yP = q(x) exp(µx).

2. λ1 = µ, λ2 6= µ: yP = xq(x) exp(µx).

3. λ1 = λ2 = µ: yP = x2q(x) exp(µx).

waarinq(x) een polynoom van dezelfde graad is alsp(x).

Als gegeven is:y′′(x) + ω2y(x) = ωf(x) eny(0) = y′(0) = 0 volgt: y(x) =
x∫
0

f(x) sin(ω(x− t))dt.

19
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4.1.3 De Wronskiaan

We gaan uit van de LDVy′′(x) + p(x)y′(x) + q(x)y(x) = 0 en de twee beginvoorwaardeny(x0) = K0 en
y′(x0) = K1. Als p(x) enq(x) continu zijn op het open intervalI is er een unieke oplossingy(x) op dit interval.

De algemene oplossing is dan te schrijven alsy(x) = c1y1(x) + c2y2(x) eny1 eny2 zijn lineair onafhankelijk. Dit
zijn tevensalle oplossingen van de LDV.

DeWronskiaanis gedefinieerd als:

W (y1, y2) =
∣∣∣∣ y1 y2
y′1 y′2

∣∣∣∣ = y1y
′
2 − y2y

′
1

y1 eny2 zijn lineair afhankelijk dan en slechts dan als op intervalI ∃x0 ∈ I zodanig dat geldt:
W (y1(x0), y2(x0)) = 0.

4.1.4 Machtreekssubstitutie

Wanneer in de LDV met constante coëfficiënteny′′(x)+ py′(x)+ qy(x) = 0 de reeksy =
∑
anx

n ingevuld wordt
geeft dit: ∑

n

[
n(n− 1)anx

n−2 + pnanx
n−1 + qanx

n
]

= 0

Gelijkstellen van gelijke machten vanx levert:

(n+ 2)(n+ 1)an+2 + p(n+ 1)an+1 + qan = 0

Dit geeft een algemeen verband tussen de coëfficiënten. Speciale gevallen zijnn = 0, 1, 2.

4.2 Enkele speciale gevallen

4.2.1 De methode van Frobenius

Gegeven de LDV
d2y(x)
dx2

+
b(x)
x

dy(x)
dx

+
c(x)
x2

y(x) = 0

metb(x) enc(x) analytisch opx = 0. Deze heeft ten minstéeén oplossing van de vorm:

yi(x) = xri

∞∑
n=0

anx
n met i = 1, 2

met r reëel of complex en zodanig gekozen data0 6= 0. Waneer web(x) en c(x) dan als volgt expanderen:
b(x) = b0 + b1x+ b2x

2 + ... enc(x) = c0 + c1x+ c2x
2 + ... volgt voorr:

r2 + (b0 − 1)r + c0 = 0

Er kunnen zich nu 3 gevallen voordoen:

1. r1 = r2: dan isy(x) = y1(x) ln |x|+ y2(x).

2. r1 − r2 ∈ IN : dan isy(x) = ky1(x) ln |x|+ y2(x).

3. r1 − r2 6= ZZ: dan isy(x) = y1(x) + y2(x).
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4.2.2 Euler

Gegeven de LDV

x2 d
2y(x)
dx2

+ ax
dy(x)
dx

+ by(x) = 0

Substitutie vany(x) = xr geeft een vergelijking voorr: r2 + (a − 1)r + b = 0. Hieruit volgen twee oplossingen
r1 enr2. Er zijn nu 2 mogelijkheden:

1. r1 6= r2: dan isy(x) = C1x
r1 + C2x

r2 .

2. r1 = r2 = r: dan isy(x) = (C1 ln(x) + C2)xr.

4.2.3 De DV van Legendre

Gegeven de LDV

(1− x2)
d2y(x)
dx2

− 2x
dy(x)
dx

+ n(n− 1)y(x) = 0

De oplossingen van deze vergelijking worden gegeven doory(x) = aPn(x)+by2(x) waarin deLegendre polynomen
P (x) gedefinieerd worden door:

Pn(x) =
dn

dxn

(
(1− x2)n

2nn!

)
Hiervoor geldt:‖Pn‖2 = 2/(2n+ 1).

4.2.4 De geassocieerde Legendre vergelijking

Deze vergelijking volgt uit hetθ afhankelijke deel van de golfvergelijking∇2Ψ = 0 door te substitueren:ξ =
cos(θ). Dan volgt:

(1− ξ2)
d

dξ

(
(1− ξ2)

dP (ξ)
dξ

)
+ [C(1− ξ2)−m2]P (ξ) = 0

Er bestaan alleen reguliere oplossingen alsC = l(l + 1). Deze hebben de vorm:

P
|m|
l (ξ) = (1− ξ2)m/2 d

|m|P 0(ξ)
dξ|m|

=
(1− ξ2)|m|/2

2ll!
d|m|+l

dξ|m|+l
(ξ2 − 1)l

Voor |m| > l is P |m|l (ξ) = 0. Enkele eigenschappen vanP 0
l (ξ) zijn:

1∫
−1

P 0
l (ξ)P 0

l′(ξ)dξ =
2

2l + 1
δll′ ,

∞∑
l=0

P 0
l (ξ)tl =

1√
1− 2ξt+ t2

Dit polynoom is te schrijven als:

P 0
l (ξ) =

1
π

π∫
0

(ξ +
√
ξ2 − 1 cos(θ))ldθ

4.2.5 Oplossingen van de Besselvergelijking

Gegeven de LDV

x2 d
2y(x)
dx2

+ x
dy(x)
dx

+ (x2 − ν2)y(x) = 0

ook wel deBesselvergelijkinggenoemd, en de Besselfuncties van de eerste soort

Jν(x) = xν
∞∑

m=0

(−1)mx2m

22m+νm!Γ(ν +m+ 1)
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voorν := n ∈ IN wordt dit:

Jn(x) = xn
∞∑

m=0

(−1)mx2m

22m+nm!(n+m)!

Als ν 6= ZZ is de oplossing gegeven doory(x) = aJν(x) + bJ−ν(x). Maar omdat voorn ∈ ZZ geldt: J−n(x) =
(−1)nJn(x), geldt dit niet voor gehele getallen. De algemene oplossing van de Besselvergelijking isy(x) =
aJν(x) + bYν(x) waarinYν Besselfuncties van de tweede soortzijn:

Yν(x) =
Jν(x) cos(νπ)− J−ν(x)

sin(νπ)
en Yn(x) = lim

ν→n
Yν(x)

De vergelijkingx2y′′(x) + xy′(x) − (x2 + ν2)y(x) = 0 heeft als oplossingen gemodificeerde Besselfuncties van
de eerste soortIν(x) = i−νJν(ix), en oplossingenKν = π[I−ν(x)− Iν(x)]/[2 sin(νπ)].

Soms is het handig de oplossingen van de Besselvergelijking te schrijven in termen van de Hankelfuncties

H(1)
n (x) = Jn(x) + iYn(x) , H(2)

n (x) = Jn(x)− iYn(x)

4.2.6 Eigenschappen van Besselfuncties

Besselfuncties zijn orthogonaal wanneerp(x) = x als normeringsfunctie gebruikt wordt.

J−n(x) = (−1)nJn(x). De Neumann functiesNm(x) zijn gedefinieerd als:

Nm(x) =
1
2π
Jm(x) ln(x) +

1
xm

∞∑
n=0

αnx
2n

Er geldt: lim
x→0

Jm(x) = xm, lim
x→0

Nm(x) = x−m voorm 6= 0, lim
x→0

N0(x) = ln(x).

lim
r→∞

H(r) =
e±ikreiωt

√
r

, lim
x→∞

Jn(x) =

√
2
πx

cos(x− xn) , lim
x→∞

J−n(x) =

√
2
πx

sin(x− xn)

metxn = 1
2π(n+ 1

2 ).

Jn+1(x) + Jn−1(x) =
2n
x
Jn(x) , Jn+1(x)− Jn−1(x) = −2

dJn(x)
dx

Verder gelden de integraalbetrekkingen

Jm(x) =
1
2π

2π∫
0

exp[i(x sin(θ)−mθ)]dθ =
1
π

π∫
0

cos(x sin(θ)−mθ)dθ

4.2.7 Laguerre

Gegeven de LDV

x
d2y(x)
dx2

+ (1− x)
dy(x)
dx

+ ny(x) = 0

Oplossingen hiervan zijn de Laguerre polynomenLn(x):

Ln(x) =
ex

n!
dn

dxn

(
xne−x

)
=
∞∑

m=0

(−1)m

m!

(
n

m

)
xm
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4.2.8 De geassocieerde Laguerre vergelijking

Gegeven de LDV
d2y(x)
dx2

+
(
m+ 1
x

− 1
)
dy(x)
dx

+
(
n+ 1

2 (m+ 1)
x

)
y(x) = 0

Oplossingen hiervan zijn de geassocieerde Laguerre polynomenLm
n (x):

Lm
n (x) =

(−1)mn!
(n−m)!

e−xx−m dn−m

dxn−m

(
e−xxn

)
4.2.9 Hermite

De differentiaalvergelijkingen van Hermite zijn:

d2Hn(x)
dx2

− 2x
dHn(x)
dx

+ 2nHn(x) = 0 en
d2Hen(x)
dx2

− x
dHen(x)
dx

+ nHen(x) = 0

De oplossingen hiervan zijn de Hermite polynomen, die worden gegeven door:

Hn(x) = (−1)n exp
(

1
2
x2

)
dn(exp(− 1

2x
2))

dxn
= 2n/2Hen(x

√
2)

Hen(x) = (−1)n(exp
(
x2
) dn(exp(−x2))

dxn
= 2−n/2Hn(x/

√
2)

4.2.10 Chebyshev

De LDV

(1− x2)
d2Un(x)
dx2

− 3x
dUn(x)
dx

+ n(n+ 2)Un(x) = 0

heeft oplossingen

Un(x) =
sin[(n+ 1) arccos(x)]√

1− x2

De LDV

(1− x2)
d2Tn(x)
dx2

− x
dTn(x)
dx

+ n2Tn(x) = 0

heeft oplossingenTn(x) = cos(n arccos(x)).

4.2.11 Weber

De LDV W ′′n (x) + (n+ 1
2 −

1
4x

2)Wn(x) = 0 heeft oplossingen:Wn(x) = Hen(x) exp(− 1
4x

2).

4.3 Niet-lineaire differentiaalvergelijkingen

Enkele niet-lineaire differentiaalvergelijkingen en een oplossing zijn:

y′ = a
√
y2 + b2 y = b sinh(a(x− x0))

y′ = a
√
y2 − b2 y = b cosh(a(x− x0))

y′ = a
√
b2 − y2 y = b cos(a(x− x0))

y′ = a(y2 + b2) y = b tan(a(x− x0))
y′ = a(y2 − b2) y = b coth(a(x− x0))
y′ = a(b2 − y2) y = b tanh(a(x− x0))

y′ = ay

(
b− y

b

)
y =

b

1 + Cb exp(−ax)
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4.4 Sturm-Liouville vergelijkingen

Sturm-Liouville vergelijkingen zijn 2e orde LDV’s van de vorm:

− d

dx

(
p(x)

dy(x)
dx

)
+ q(x)y(x) = λm(x)y(x)

De randvoorwaarden worden zodanig gekozen dat de operator

L = − d

dx

(
p(x)

d

dx

)
+ q(x)

Hermitisch is. Van de normeringsfunctiem(x) wordt gëeist dat

b∫
a

m(x)yi(x)yj(x)dx = δij

Als y1(x) en y2(x) twee lineair onafhankelijke oplossingen zijn kan men de Wronskiaan in de volgende vorm
schrijven:

W (y1, y2) =
∣∣∣∣ y1 y2
y′1 y′2

∣∣∣∣ = C

p(x)

metC een constante. Door overgang naar een andere afhankelijke variabeleu(x) die gegeven is door:u(x) =
y(x)

√
p(x) gaat de LDV over in denormaalvorm:

d2u(x)
dx2

+ I(x)u(x) = 0 met I(x) =
1
4

(
p′(x)
p(x)

)2

− 1
2
p′′(x)
p(x)

− q(x)− λm(x)
p(x)

Als I(x) > 0 is y′′/y < 0 en heeft de oplossing een oscillatoir gedrag, alsI(x) < 0 is y′′/y > 0 en heeft de
oplossing een exponentieel gedrag.

4.5 Lineaire partiële differentiaalvergelijkingen

4.5.1 Algemeen

Denormale afgeleideis gedefinieerd door:
∂u

∂n
= (~∇u, ~n)

Een veel gebruikte oplossingsmethode voor PDV’s isscheiding van variabelen: men neemt aan dat de oplossing
u(x, t) geschreven kan worden alsu(x, t) = X(x)T (t). Uit substitutie volgen dan gewone DV’s voorX(x) en
T (t).

4.5.2 Bijzondere gevallen

De golfvergelijking

Degolfvergelijkingin 1 dimensie is gegeven door

∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2

Als beginvoorwaarde geldtu(x, 0) = ϕ(x) en∂u(x, 0)/∂t = Ψ(x). Dan is de algemene oplossing gegeven door:

u(x, t) =
1
2

[ϕ(x+ ct) + ϕ(x− ct)] +
1
2c

x+ct∫
x−ct

Ψ(ξ)dξ
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De diffusievergelijking

Dediffusievergelijkingis:
∂u

∂t
= D∇2u

De oplossingen hiervan zijn uit te drukken met de propagatorenP (x, x′, t). Deze hebben de eigenschap dat
P (x, x′, 0) = δ(x− x′). In 1 dimensie geldt:

P (x, x′, t) =
1

2
√
πDt

exp
(
−(x− x′)2

4Dt

)
In 3 dimensies geldt:

P (x, x′, t) =
1

8(πDt)3/2
exp

(
−(~x− ~x ′)2

4Dt

)
Met beginvoorwaardeu(x, 0) = f(x) is de oplossing:

u(x, t) =
∫
G

f(x′)P (x, x′, t)dx′

De oplossing van de vergelijking

∂u

∂t
−D

∂2u

∂x2
= g(x, t)

is gegeven door

u(x, t) =
∫
dt′
∫
dx′g(x′, t′)P (x, x′, t− t′)

De vergelijking van Helmholtz

De vergelijking van Helmholtz verkrijgt men door substitutie vanu(~x, t) = v(~x) exp(iωt) in de golfvergelijking.
Dit geeft voorv:

∇2v(~x, ω) + k2v(~x, ω) = 0

Dit geeft als oplossingen voorv:

1. In cartesische cöordinaten: substitutie vanv = A exp(i~k · ~x ) geeft:

v(~x ) =
∫
· · ·
∫
A(k)ei~k·~xdk

met de integralen over~k 2 = k2.

2. In poolcöordinaten:

v(r, ϕ) =
∞∑

m=0

(AmJm(kr) +BmNm(kr))eimϕ

3. In bolcöordinaten:

v(r, θ, ϕ) =
∞∑

l=0

l∑
m=−l

[AlmJl+ 1
2
(kr) +BlmJ−l− 1

2
(kr)]

Y (θ, ϕ)√
r
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4.5.3 Potentiaaltheorie en de stelling van Green

Onderwerp van de potentiaaltheorie vormen dePoisson vergelijking∇2u = −f(~x ) met f een gegeven functie,
en deLaplace vergelijking∇2u = 0. De oplossingen hiervan zijn vaak te interpreteren als een potentiaal. De
oplossingen van de Laplace vergelijking wordenharmonische functiesgenoemd.

Wanneer een vectorveld~v gegeven is door~v = gradϕ volgt:

b∫
a

(~v,~t )ds = ϕ(~b )− ϕ(~a )

In dit geval bestaan er functiesϕ en ~w zodanig dat~v = gradϕ+ rot~w.

Develdlijnenvan het veld~v(~x) volgen uit:
~̇x (t) = λ~v(~x )

Deeerste identiteit van Greenis: ∫∫∫
G

[u∇2v + (∇u,∇v)]d3V =
∫∫
©
S

u
∂v

∂n
d2A

De tweede identiteit van Greenis:∫∫∫
G

[u∇2v − v∇2u]d3V =
∫∫
©
S

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
d2A

Een harmonische functie die 0 is op de rand van een gebied is 0 binnen dat gebied. Een harmonische functie waarvan
de normaalafgeleide 0 is op de rand van een gebied is constant binnen dat gebied.

HetDirichlet probleemis:

∇2u(~x ) = −f(~x ) , ~x ∈ R , u(~x ) = g(~x ) voor alle ~x ∈ S.

De oplossing hiervan is eenduidig.

HetNeumann probleemis:

∇2u(~x ) = −f(~x ) , ~x ∈ R ,
∂u(~x )
∂n

= h(~x ) voor alle ~x ∈ S.

De oplossing van het Neumann probleem is eenduidig op een constante na. De oplossing bestaat als:

−
∫∫∫

R

f(~x )d3V =
∫∫
©
S

h(~x )d2A

Eenfundamentele oplossingvan de Laplace vergelijking voldoet aan:

∇2u(~x ) = −δ(~x )

De oplossing in 2 dimensies hiervan is in poolcoördinaten:

u(r) =
ln(r)
2π

De oplossing in 3 dimensies is in bolcoördinaten:

u(r) =
1

4πr
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De vergelijking∇2v = −δ(~x− ~ξ ) heeft als oplossing

v(~x ) =
1

4π|~x− ~ξ |

Na substitutie hiervan in de 2e identiteit van Green en toepassing van de zeefeigenschap van deδ functie volgt de
3e identiteit van Green:

u(~ξ ) = − 1
4π

∫∫∫
R

∇2u

r
d3V +

1
4π

∫∫
©
S

[
1
r

∂u

∂n
− u

∂

∂n

(
1
r

)]
d2A

De Greense functieG(~x, ~ξ ) is gedefinieerd door:∇2G = −δ(~x − ~ξ ), en op randS is G(~x, ~ξ ) = 0. Dan isG te
schrijven als:

G(~x, ~ξ ) =
1

4π|~x− ~ξ |
+ g(~x, ~ξ )

Dan isg(~x, ~ξ ) een oplossing van het Dirichlet probleem. De oplossing van de Poisson vergelijking∇2u = −f(~x )
als op randS geldt:u(~x ) = g(~x ), is dan:

u(~ξ ) =
∫∫∫

R

G(~x, ~ξ )f(~x )d3V −
∫∫
©
S

g(~x )
∂G(~x, ~ξ )

∂n
d2A
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Lineaire algebra en analyse

5.1 Vectorruimten

G is een groep voor de operatie⊗ als:

1. ∀a, b ∈ G ⇒ a⊗ b ∈ G: een groep isgesloten.

2. (a⊗ b)⊗ c = a⊗ (b⊗ c): een groep isassociatief.

3. ∃e ∈ G zodanig data⊗ e = e⊗ a = a: er bestaat eeneenheidselement.

4. ∀a ∈ G∃a ∈ G zodanig data⊗ a = e: elk element heeft eeninverse.

Als
5. a⊗ b = b⊗ a

is de groep Abels of commutatief. Vectorruimten vormen een Abelse groep voor de optelling en vermenigvuldiging:
1 · ~a = ~a, λ(µ~a) = (λµ)~a, (λ+ µ)(~a+~b) = λ~a+ λ~b+ µ~a+ µ~b.

W is eenlineaire deelruimteals∀~w1, ~w2 ∈W geldt:λ~w1 + µ~w2 ∈W .

W is eeninvariante deelruimtevanV voor de afbeeldingA als∀~w ∈W geldt:A~w ∈W .

5.2 Basis

Voor een orthogonale basis geldt:(~ei, ~ej) = cδij . Voor een orthonormale basis geldt:(~ei, ~ej) = δij .

De set vectoren{~an} is onafhankelijk als:∑
i

λi~ai = 0 ⇔ ∀iλi = 0

De set{~an} is een basis als ze 1. onafhankelijk zijn, en 2.V =< ~a1, ~a2, ... >=
∑
λi~ai.

5.3 Matrices

5.3.1 Basisbewerkingen

Voor de matrixvermenigvuldiging van matricesA = aij enB = bkl geldt: metr de rijindex enk de kolomindex:

Ar1k1 ·Br2k2 = Cr1k2 , (AB)ij =
∑

k

aikbkj

metr het aantal rijen enk het aantal kolommen.

De getransponeerdevanA is gedefinieerd door:aT
ij = aji. Hiervoor geldt dat(AB)T = BTAT , en(AT )−1 =

(A−1)T . Voor deinverse matrixgeldt: (A · B)−1 = B−1 · A−1. De inverse matrixA−1 heeft de eigenschap dat
A ·A−1 = II en kan gevonden worden door vegen:(Aij |II) ∼ (II|A−1

ij ).

28



Hoofdstuk 5: Lineaire algebra en analyse 29

De inverse van een2× 2 matrix is: (
a b
c d

)−1

=
1

ad− bc

(
d −b
−c a

)
Dedeterminant functieD = det(A) is gedefinieerd door:

det(A) = D(~a∗1,~a∗2, ...,~a∗n)

Voor de determinantdet(A) van een matrixA geldt: det(AB) = det(A) · det(B). Een2 × 2 matrix heeft als
determinant:

det
(
a b
c d

)
= ad− cb

De afgeleide van een matrix is een matrix met de afgeleiden van de coëfficiënten:

dA

dt
=
daij

dt
en

dAB

dt
= B

dA

dt
+A

dB

dt

De afgeleide van de determinant is gegeven door:

d det(A)
dt

= D(
d~a1

dt
, ...,~an) +D(~a1,

d~a2

dt
, ...,~an) + ...+D(~a1, ...,

d~an

dt
)

Wanneer men de rijen van een matrix als vectoren beschouwd is derijenrangvan deze matrix het aantal onafhankeli-
jke vectoren in deze set. Idem voor dekolommenrang. Voor elke matrix is de rijenrang gelijk aan de kolommenrang.

Laat Ã : Ṽ → Ṽ de complexe uitbreiding zijn van de reële lineaire afbeeldingA : V → V in een eindig dimen-
sionaleV . Dan hebbenA enÃ dezelfde karakteristieke vergelijking.

Als Aij ∈ IR en als~v1 + i ~v2 een eigenvector vanA is bij eigenwaardeλ = λ1 + iλ2, dan geldt:

1. A~v1 = λ1~v1 − λ2~v2 enA~v2 = λ2~v1 + λ1~v2.

2. ~v ∗ = ~v1 − i~v2 een eigenwaarde bijλ∗ = λ1 − iλ2.

3. Het lineaire opspansel< ~v1, ~v2 > is een invariante deelruimte vanA.

Als ~kn de kolommen vanA zijn is de beeldruimte vanA gegeven door:

R(A) =< A~e1, ..., A~en >=< ~k1, ...,~kn >

Als de kolommen~kn van eenn×m matrixA onafhankelijk zijn, dan is de nulruimteN (A) = {~0 }.

5.3.2 Matrixvergelijkingen

We gaan uit van de vergelijking
A · ~x = ~b

met~b 6= ~0. Als det(A) = 0 is de enige oplossing hiervan~0. Als det(A) 6= 0 is er precieśeén oplossing6= ~0.

De vergelijking
A · ~x = ~0

heeft precieśeén oplossing6= ~0 alsdet(A) = 0, en alsdet(A) 6= 0 is de oplossing~0.

De regel van Cramer voor de oplossingen van stelsels vergelijkingen luidt: als de vergelijking te schrijven is als

A · ~x = ~b ≡ ~a1x1 + ...+ ~anxn = ~b

dan isxj gegeven door:

xj =
D(~a1, ...,~aj−1,~b,~aj+1, ...,~an)

det(A)
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5.4 Lineaire afbeeldingen

Een afbeeldingA is lineair als geldt:A(λ~x+ β~y ) = λA~x+ βA~y.

Enkele lineaire afbeeldingen zijn:

Soort afbeelding Formule
Projectie op de lijn< ~a > P (~x ) = (~a, ~x )~a/(~a,~a )
Projectie op het vlak(~a, ~x ) = 0 Q(~x ) = ~x− P (~x )
Spiegeling in de lijn< ~a > S(~x ) = 2P (~x )− ~x
Spiegeling in het vlak(~a, ~x ) = 0 T (~x ) = 2Q(~x )− ~x = ~x− 2P (~x )

Voor een projectie geldt:~x− PW (~x ) ⊥ PW (~x ) enPW (~x ) ∈W .

Als voor een afbeeldingA geldt: (A~x, ~y ) = (~x,A~y ) = (A~x,A~y ) dan isA een projectie.

Zij A : W →W een lineaire afbeelding; we definiëren:

• Als S een deelverzameling vanV is: A(S) := {A~x ∈W |~x ∈ S}

• Als T een deelverzameling vanW is: A←(T ) := {~x ∈ V |A(~x ) ∈ T}

Dan isA(S) een lineaire deelruimte vanW en deinverse afbeeldingA←(T ) een lineaire deelruimte vanV . Hieruit
volgt datA(V ) debeeldruimtevanA is, notatie:R(A). A←(~0 ) = E0 is een lineaire deelruimte inV , denulruimte
vanA, notatie:N (A). Er geldt dat:

dim(N (A)) + dim(R(A)) = dim(V )

5.5 Vlak en lijn

De vergelijking van een lijn door de punten~a en~b is:

~x = ~a+ λ(~b− ~a ) = ~a+ λ~r

De vergelijking van een vlak is:

~x = ~a+ λ(~b− ~a ) + µ(~c− ~a ) = ~a+ λ~r1 + µ~r2

Indien dit een vlak inIR3 is, is denormaalop dit vlak gegeven door:

~nV =
~r1 × ~r2
|~r1 × ~r2|

Men kan een lijn ook voorstellen door de punten die voldoen aan de vergelijking lijn`: (~a, ~x) + b = 0 en vlak V:
(~a, ~x) + k = 0. De normaal op V is dan:~a/|~a|.

De afstandd tussen 2 punten~p en~q is gegeven doord(~p, ~q ) = ‖~p− ~q ‖.

In IR2 geldt: De afstand van een punt~p tot de lijn (~a, ~x ) + b = 0 is:

d(~p, `) =
|(~a, ~p ) + b|

|~a|

Analoog inIR3: De afstand van een punt~p tot het vlak(~a, ~x ) + k = 0 is:

d(~p, V ) =
|(~a, ~p ) + k|

|~a|

Dit is te veralgemeniseren voorIRn enCn (stelling van Hesse).
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5.6 Cöordinatentransformaties

De lineaire afbeeldingA vanIKn → IKm is gegeven door (IK = IR of C ):

~y = Am×n~x

waarin een kolom vanA het beeld is van een basisvector in het origineel.

De matrixAβ
α voert een vector die gegeven is t.o.v. basisα over in een vector t.o.v. basisβ. Ze is gegeven door:

Aβ
α = (β(A~a1), ..., β(A~an))

waarinβ(~x ) de representatie van de vector~x t.o.v. basisβ is.

DeovergangsmatrixSβ
α voert vectoren van stelselα naar cöordinatenstelselβ over:

Sβ
α := IIβ

α = (β(~a1), ..., β(~an))

Er geldt:Sβ
α · Sα

β = II

De matrix van een afbeeldingA is dan gegeven door:

Aβ
α =

(
Aβ

α~e1, ..., A
β
α~en

)
Voor de transformatie van matrixoperatoren naar een ander coördinatenstelsel geldt:Aδ

α = Sδ
λA

λ
βS

β
α, Aα

α =
Sα

βA
β
βS

β
α en(AB)λ

α = Aλ
βB

β
α.

Verder isAβ
α = Sβ

αA
α
α,Aα

β = Aα
αS

α
β . Een vector wordt getransformeerd viaXα = Sβ

αXβ .

5.7 Eigenwaarden

Deeigenwaarde vergelijking

A~x = λ~x

meteigenwaardenλ is op te lossen met(A− λII) = ~0 ⇒ det(A− λII) = 0. Uit deze karakteristieke vergelijking
volgen de eigenwaarden. Er geldt datdet(A) =

∏
i

λi enTr(A) =
∑
i

aii =
∑
i

λi.

De eigenwaardenλi zijn basisonafhankelijk. IndienS de overgangsmatrix is naar een basis van eigenvectoren:
S = (Eλ1 , ..., Eλn), is de matrix vanA in deze basis gegeven door:

Λ = S−1AS = diag(λ1, ..., λn)

Als 0 een eigenwaarde is vanA dan isE0(A) = N (A).

Als λ een eigenwaarde is vanA geldt:An~x = λn~x.

5.8 Soorten afbeeldingen

Isometrische afbeeldingen

Een afbeelding is eenisometrieals geldt: ‖A~x‖ = ‖~x‖. Hieruit volgt dat de eigenwaarden van een isometrie
gegeven zijn doorλ = exp(iϕ) ⇒ |λ| = 1. Tevens geldt dan:(A~x,A~y ) = (~x, ~y ).

Als W een invariante deelruimte van de isometrieA is met dim(A) <∞ dan is ookW⊥ een invariante deelruimte.
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Orthogonale afbeeldingen

Een afbeeldingA is orthogonaalalsA een isometrie isende inverseA← bestaat. Voor een orthogonale afbeelding
O geldtOTO = II, dus geldt:OT = O−1. AlsA enB orthogonaal zijn, dan isAB enA−1 ook orthogonaal.

LaatA : V → V orthogonaal zijn met dim(V ) <∞. Dan isA:

Direct orthogonaal alsdet(A) = +1. A stelt een rotatie voor. InIR2 wordt een rotatie om hoekϕ gegeven door:

R =
(

cos(ϕ) − sin(ϕ)
sin(ϕ) cos(ϕ)

)
De rotatiehoekϕ is dus bepaald door Tr(A) = 2 cos(ϕ) met 0 ≤ ϕ ≤ π. Laat λ1 en λ2 de wortels van de
karakteristieke vergelijking zijn, dan geldt tevens:<(λ1) = <(λ2) = cos(ϕ), enλ1 = exp(iϕ), λ2 = exp(−iϕ).

In IR3 geldt:λ1 = 1, λ2 = λ∗3 = exp(iϕ). Een rotatie omEλ1 is gegeven door de matrix 1 0 0
0 cos(ϕ) − sin(ϕ)
0 sin(ϕ) cos(ϕ)


Gespiegeld orthogonaalals det(A) = −1. Vectoren uitE−1 worden doorA gespiegeld t.o.v. de invariante
deelruimteE⊥−1. In IR2 wordt een spiegeling in< (cos( 1

2ϕ), sin( 1
2ϕ)) > gegeven door:

S =
(

cos(ϕ) sin(ϕ)
sin(ϕ) − cos(ϕ)

)
In IR3 zijn gespiegeld orthogonale afbeeldingen draaispiegelingen: dit is een rotatie om as< ~a1 > om hoekϕ en
spiegelvlak< ~a1 >

⊥. De matrix van deze afbeelding is gegeven door: −1 0 0
0 cos(ϕ) − sin(ϕ)
0 sin(ϕ) cos(ϕ)


In IR3 geldt voor alle orthogonale afbeeldingenO datO(~x )×O(~y ) = O(~x× ~y ).

IRn (n < ∞) kan men voor een orthogonale afbeelding ontbinden in onderling loodrechte invariante deelruimten
met dimensie 1 of 2.

Unitaire afbeeldingen

LaatV een complexe inproductruimte zijn, dan is een lineaire afbeeldingU unitair alsU een isometrie isen de
inverse afbeeldingA← bestaat. Eenn × n matrix heet unitair alsUHU = II. Er geldt dat|det(U)| = 1. Elke
isometrie in een eindig dimensionale complexe vectorruimte is unitair.

Stelling: voor eenn× n matrixA zijn de volgende uitspraken equivalent:

1. A is unitair,

2. De kolommen vanA vormen een orthonormaal stelsel,

3. De rijen vanA vormen een orthonormaal stelsel.

Symmetrische afbeeldingen

Een afbeeldingA op IRn is symmetrischals (A~x, ~y ) = (~x,A~y ). Een matrixA ∈ IMn×n is symmetrisch als
A = AT . Een lineaire operator is slechts symmetrisch als zijn matrix t.o.v. een willekeurige orthogonale basis
symmetrisch is. Voor een symmetrische afbeelding zijn alle eigenwaarden∈ IR. De eigenvectoren bij verschillende
eigenwaarden zijn onderling loodrecht. AlsA symmetrisch is, dan isAT = A = AH op een orthogonale basis.

Voor iedere matrixB ∈ IMm×n isBTB symmetrisch.
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Hermitische afbeeldingen

Een afbeeldingH : V → V metV = Cn is Hermitischals (H~x, ~y ) = (~x,H~y ). De Hermitisch geconjugeerde
afbeeldingAH vanA is: [aij ]H = [a∗ji]. Dit wordt ook wel genoteerd als volgt:AH = A†. Het inproduct van twee
vectoren~x en~y is nu als volgt te schrijven:(~x, ~y ) = ~xH~y.

Als de afbeeldingenA enB Hermitisch zijn is hun productAB Hermitisch als:[A,B] = AB − BA = 0. [A,B]
heet decommutatorvanA enB.

De eigenwaarden van een Hermitische afbeelding zijn∈ IR.

Aan een Hermitische operatorL is een matrixrepresentatie te koppelen. Ten opzichte van een basis~ei is deze
gegeven doorLmn = (~em, L~en).

Normale afbeeldingen

In een complexe vectorruimteV bestaat er bij iedere lineaire afbeeldingA precieśeén lineaire afbeeldingB zodanig
dat(A~x, ~y ) = (~x,B~y ). DezeB heet degeadjungeerde afbeeldingvanA. Notatie:B = A∗. Er geldt: (CD)∗ =
D∗C∗. AlsA een unitaire afbeelding is, dan isA∗ = A−1, alsA Hermitisch is dan isA∗ = A.

Definitie: in een complexe vectorruimteV is de lineaire afbeeldingA normaalalsA∗A = AA∗. Dit is slechts het
geval als voor de matrix vanS t.o.v. een orthonormale basis geldt:A†A = AA†.

Als A normaal is, dan geldt:

1. Voor alle vectoren~x ∈ V en een normale afbeeldingA geldt:

(A~x,A~y ) = (A∗A~x, ~y ) = (AA∗~x, ~y ) = (A∗~x,A∗~y )

2. ~x is een eigenvector vanA dan en slechts dan als~x een eigenvector vanA∗ is.

3. Eigenvectoren vanA die bij verschillende eigenwaarden horen staan onderling loodrecht.

4. AlsEλ een eigenruimte is vanA dan is het orthoplementE⊥λ een invariante deelruimte vanA.

Stelβi zijn de verschillende wortels van de karakteristieke vergelijking vanA met multipliciteitenni. Dan is de
dimensie van elke eigenruimteVi gelijk aanni. Deze eigenruimten staan onderling loodrecht en iedere vector~x ∈ V
kan op precieśeén manier geschreven worden als

~x =
∑

i

~xi met ~xi ∈ Vi

Men kan ook schrijven:~xi = Pi~x metPi een projectie opVi. Dit leidt tot despectraalstelling: laatA een normale
afbeelding in een complexe vectorruimteV zijn met dim(V ) = n. Dan geldt:

1. Er bestaan projectieafbeeldingenPi, 1 ≤ i ≤ p, met de eigenschappen:

• Pi · Pj = 0 voor i 6= j,

• P1 + ...+ Pp = II,

• dimP1(V ) + ...+ dimPp(V ) = n

en complexe getallenα1, ..., αp zodanig datA = α1P1 + ...+ αpPp.

2. AlsA unitair is dan geldt|αi| = 1 ∀i.

3. AlsA Hermitisch is dan isαi ∈ IR ∀i.
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Volledige stelsels commuterende Hermitische afbeeldingen

Beschouwm Hermitische lineaire afbeeldingenAi in eenn dimensionale complexe inproductruimteV . Stel deze
commuteren onderling.

Lemma: alsEλ de eigenruimte bij eigenwaardeλ is vanA1, dan isEλ een invariante deelruimte van alle afbeeldin-
genAi. D.w.z. als~x ∈ Eλ, danAi~x ∈ Eλ.

Stelling. Beschouwm commuterende Hermitische matricesAi. Dan bestaat er een unitaire matrixU zodanig
dat alle matricesU†AiU diagonaal zijn. De kolommen vanU zijn de gemeenschappelijke eigenvectoren van alle
matricesAj .

Als van een Hermitische lineaire afbeelding in eenn dimensionale complexe vectorruimte allen eigenwaarden van
elkaar verschillen dan ligt een genormeerde eigenvector op een fasefactorexp(iα) na vast.

Definitie: een commuterend stelsel Hermitische afbeeldingen heetvolledigals bij elk tweetal gemeenschappelijke
eigenvectoren~vi, ~vj er tenminste een afbeeldingAk is zo dat~vi en~vj eigenvectoren met verschillende eigenwaarden
vanAk zijn.

Meestal wordt een commuterend stelsel zo klein mogelijk genomen. In de quantummechanica spreekt men ook van
commuterende observabelen. Het aantal dat nodig is is gelijk aan het aantal quantumgetallen die nodig zijn om een
toestand te karakteriseren.

5.9 Homogene cöordinaten

Wanneer men zowel rotaties als translaties inéén matrixafbeelding wil verwerken worden homogene coördinaten ge-
bruikt. Hierbij wordt een extra cöordinaat ingevoerd om de niet-lineariteiten te beschrijven. Homogene coördinaten
worden uit cartesische verkregen door:

 x
y
z


cart

=


wx
wy
wz
w


hom

=


X
Y
Z
w


hom

dusx = X/w, y = Y/w enz = Z/w. Afbeeldingen in homogene coördinaten worden beschreven door de volgende
matrices:

1. Translatie over de vector(X0, Y0, Z0, w0):

T =


w0 0 0 X0

0 w0 0 Y0

0 0 w0 Z0

0 0 0 w0


2. Rotaties om dex, y, z assen over hoeken resp.α, β, γ:

Rx(α) =


1 0 0 0
0 cosα − sinα 0
0 sinα cosα 0
0 0 0 1

 Ry(β) =


cosβ 0 sinβ 0

0 1 0 0
− sinβ 0 cosβ 0

0 0 0 1



Rz(γ) =


cos γ − sin γ 0 0
sin γ cos γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


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3. Een perspectivistische projectie op beeldvlakz = c met het projectiecentrum in de oorsprong. Deze afbeeld-
ing is niet omkeerbaar.

P (z = c) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 1/c 0


5.10 Inproductruimten

Op complexe vectorruimten wordt een complex inproduct als volgt gedefinieerd:

1. (~a,~b ) = (~b,~a ),

2. (~a, β1
~b1 + β2

~b 2) = β1(~a,~b 1) + β2(~a,~b 2) voor alle~a,~b1,~b2 ∈ V enβ1, β2 ∈ C .

3. (~a,~a ) ≥ 0 voor alle~a ∈ V , (~a,~a ) = 0 dan en slechts dan als~a = ~0.

Wegens (1) is(~a,~a ) ∈ IR. De inproductruimteCn is de complexe vectorruimte waarop een complex inproduct
gedefinieerd is door:

(~a,~b ) =
n∑

i=1

a∗i bi

Voor functieruimten geldt:

(f, g) =

b∫
a

f∗(t)g(t)dt

Voor iedere~a is de lengte‖~a ‖ gedefinieerd door:‖~a ‖ =
√

(~a,~a ). Er geldt:‖~a ‖ − ‖~b ‖ ≤ ‖~a+~b ‖ ≤ ‖~a ‖+ ‖~b ‖,
en metϕ de hoek tussen~a en~b geldt: (~a,~b ) = ‖~a ‖ · ‖~b ‖ cos(ϕ).

Laat {~a1, ...,~an} een stelsel vectoren zijn in een inproductruimteV . Dan is deGrammatrix Gvan dit stelsel:
Gij = (~ai,~aj). Het stelsel vectoren is onafhankelijk dan en slechts dan alsdet(G) = 0.

Een stelsel isorthonormaalals (~ai,~aj) = δij . Als ~e1, ~e2, ... een orthonormale rij is in een oneindig dimensionale
vectorruimte geldt de ongelijkheid van Bessel:

‖~x ‖2 ≥
∞∑

i=1

|(~ei, ~x )|2

Het gelijkteken geldt dan en slechts dan alslim
n→∞

‖~xn − ~x ‖ = 0.

De inproductruimtè2 is gedefinieerd inC∞ door:

`2 =

{
~a = (a1, a2, ...) |

∞∑
n=1

|an|2 <∞

}

Als een ruimtè 2 is en tevens voldoet aan:lim
n→∞

|an+1 − an| = 0, dan is het eenHilbertruimte.

5.11 De Laplace transformatie

De klasse LT bestaat uit functies die voldoen aan:

1. Op ieder interval[0, A], A > 0 zijn niet meer dan eindig veel discontinuı̈teiten en in iedere discontinuı̈teit
bestaan de boven- en onder limiet,

2. ∃t0 ∈ [0,∞ > en eena,M ∈ IR z.d.d. voort ≥ t0 geldt: |f(t)| exp(−at) < M .



36 Wiskundig Formularium door ir. J.C.A. Wevers

Dan bestaat voorf de Laplace getransformeerde.

De Laplace transformatie is een generalisatie van de Fouriertransformatie. Indiens ∈ C en t ≥ 0 is de Laplace
getransformeerdeL(f(t)) = F (s) van een functief(t) gegeven door:

F (s) =

∞∫
0

f(t)e−stdt

De Laplace getransformeerde van een afgeleide functie is gegeven door:

L
(
f (n)(t)

)
= −f (n−1)(0)− sf (n−2)(0)− ...− sn−1f(0) + snF (s)

De operatorL heeft de volgende eigenschappen:

1. Gelijkvormigheid: Alsa > 0 dan

L (f(at)) =
1
a
F
( s
a

)
2. Demping:L (e−atf(t)) = F (s+ a)

3. Verschuiving: Zija > 0 eng gedefinieerd doorg(t) = f(t− a) alst > a eng(t) = 0 voor t ≤ a dan geldt:
L (g(t)) = e−saL(f(t)).

Als s ∈ IR geldt dat<(λf) = L(<(f)) en=(λf) = L(=(f)).

Voor enkele veel voorkomende functies geldt:

f(t) = F (s) = L(f(t)) =
tn

n!
eat (s− a)−n−1

eat cos(ωt)
s− a

(s− a)2 + ω2

eat sin(ωt)
ω

(s− a)2 + ω2

δ(t− a) exp(−as)

5.12 De convolutie

De convolutie integraal is gedefinieerd door:

(f ∗ g)(t) =

t∫
0

f(u)g(t− u)du

De convolutie heeft de volgende eigenschappen:

1. f ∗ g ∈LT

2. L(f ∗ g) = L(f) · L(g)

3. Distributie:f ∗ (g + h) = f ∗ g + f ∗ h

4. Commutatie:f ∗ g = g ∗ f

5. Homogeniteit:f ∗ (λg) = λf ∗ g

Als L(f) = F1 · F2, dan isf(t) = f1 ∗ f2.
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5.13 Stelsels lineaire differentiaalvergelijkingen

We gaan uit van de vergelijkinġ~x = A~x. Stel~x = ~v exp(λt), dan volgt:A~v = λ~v. In het2× 2 geval geldt:

1. λ1 = λ2: dan is~x(t) =
∑
~vi exp(λit).

2. λ1 6= λ2: dan is~x(t) = (~ut+ ~v) exp(λt).

Stel datλ = α+iβ een eigenwaarde is bij eigenvector~v, dan isλ∗ ook een eigenwaarde bij eigenvector~v ∗. Ontbind
~v = ~u+ i ~w, dan zijn de rëele oplossingen

c1[~u cos(βt)− ~w sin(βt)]eαt + c2[~v cos(βt) + ~u sin(βt)]eαt

Voor de vergelijking̈~x = A~x zijn twee oplossingsstrategieën:

1. Stel~x = ~v exp(λt) ⇒ det(A− λ2II) = 0.

2. Voer in: ẋ = u en ẏ = v, dat geefẗx = u̇ en ÿ = v̇. Zo wordt eenn-dimensionaal stelsel van tweede orde
omgezet in een2n-dimensionaal stelsel van de eerste orde.

5.14 Kwadrieken

5.14.1 Kwadrieken inIR2

De algemene vergelijking voor een kwadriek is:~xTA~x + 2~xTP + S = 0. Hierin isA een symmetrische matrix.
Als Λ = S−1AS = diag(λ1, ..., λn) geldt: ~uT Λ~u + 2~uTP + S = 0, zodat alle kruistermen 0 zijn. Om dezelfde
oriëntatie te behouden als het stelsel(x, y, z) heeft moet men~u = (u, v, w) zodanig kiezen dat det(S) = +1.

Uitgaande van de vergelijking
ax2 + 2bxy + cy2 + dx+ ey + f = 0

geldt dat|A| = ac−b2. Een ellips heeft|A| > 0, een parabool|A| = 0 en een hyperbool|A| < 0. In poolcöordinaten
is dit te schrijven als:

r =
ep

1− e cos(θ)

Een ellips heefte < 1, een paraboole = 1 en een hyperboole > 1.

5.14.2 Tweedegraads oppervlakken inIR3

Rang 3:

p
x2

a2
+ q

y2

b2
+ r

z2

c2
= d

• Ellipsöıde:p = q = r = d = 1, a, b, c zijn de lengtes van de halve assen.

• Eenbladige hyperboloı̈de:p = q = d = 1, r = −1.

• Tweebladige hyperboloı̈de: r = d = 1, p = q = −1.

• Kegel:p = q = 1, r = −1, d = 0.

Rang 2:

p
x2

a2
+ q

y2

b2
+ r

z

c2
= d

• Elliptische parabolöıde:p = q = 1, r = −1, d = 0.

• Hyperbolische paraboloı̈de:p = r = −1, q = 1, d = 0.

• Elliptische cylinder:p = q = −1, r = d = 0.
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• Hyperbolische cylinder:p = d = 1, q = −1, r = 0.

• Vlakkenpaar:p = 1, q = −1, d = 0.

Rang 1:
py2 + qx = d

• Parabolische cylinder:p, q > 0.

• Evenwijdig vlakkenpaar:d > 0, q = 0, p 6= 0.

• Dubbelvlak:p 6= 0, q = d = 0.
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Complexe functietheorie

6.1 Functies van complexe variabelen

Complexe functietheorie beschouwt complexe functies van een complexe variabele. Enkele definities:

f is analytischopG alsf continu en differentieerbaar is opG.

EenJordankrommeis een kromme die gesloten en enkelvoudig is.

Als K een boog is inC met parametervoorstellingz = φ(t) = x(t) + iy(t), a ≤ t ≤ b, dan is de lengteL van K
gelijk aan:

L =

b∫
a

√(
dx

dt

)2

+
(
dy

dt

)2

dt =

b∫
a

∣∣∣∣dzdt
∣∣∣∣ dt =

b∫
a

|φ′(t)|dt

De afgeleide vanf in het puntz = a is:

f ′(a) = lim
z→a

f(z)− f(a)
z − a

Als f(z) = u(x, y) + iv(x, y) is de afgeleide:

f ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
= −i∂u

∂y
+
∂v

∂y

Gelijkstellen van beide uitkomsten levert de vergelijkingen van Cauchy-Riemann:

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x

Deze vergelijkingen impliceren dat dan∇2u = ∇2v = 0. f is analytisch alsu env voldoen aan deze vergelijkingen.

6.2 Integratie

6.2.1 Hoofdstelling

Zij K een boog beschreven doorz = φ(t) opa ≤ t ≤ b enf(z) is continu opK. Dan is de integraal vanf overK:

∫
K

f(z)dz =

b∫
a

f(φ(t))φ̇(t)dt
f continu

= F (b)− F (a)

Lemma: zij K de cirkel met middelpunta en straalr, in positieve richting doorlopen. Dan geldt voor gehelem:

1
2πi

∮
K

dz

(z − a)m
=
{

0 als m 6= 1
1 als m = 1

Stelling: alsL de lengte van krommeK is, en zij|f(z)| ≤M voorz ∈ K, dan geldt als de integraal bestaat∣∣∣∣∣∣
∫
K

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ ≤ML

39
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Stelling: zij f continu op een gebiedG enp een vast punt vanG. LaatF (z) =
∫ z

p
f(ξ)dξ voor allez ∈ G alleen

afhangen vanz en niet van de integratieweg. Dan isF (z) analytisch inG metF ′(z) = f(z).

Dit leidt tot de twee equivalente formuleringen van dehoofdstelling der complexe integratie: zij de functief ana-
lytisch in een gebiedG. LaatK enK ′ twee krommen zijn met dezelfde begin- en eindpunten, die door continue
vervorming binnenG in elkaar zijn over te voeren. LaatB een Jordankromme zijn. Dan geldt∫

K

f(z)dz =
∫
K′

f(z)dz ⇔
∮
B

f(z)dz = 0

Door de hoofdstelling toe te passen opeiz/z kan men afleiden dat

∞∫
0

sin(x)
x

dx =
π

2

6.2.2 Residu

Een punta ∈ C is eenregulier puntvan een functief(z) alsf analytisch is ina. Anders isa eensingulier puntvan
f(z). Het residuvanf in a wordt gedefinieerd door

Res
z=a

f(z) =
1

2πi

∮
K

f(z)dz

waarinK een Jordankromme is diea in positieve richting omsluit. In reguliere punten is het residu 0, in singuliere
punten kan het zowel 0 als6= 0 zijn. De residustelling van Cauchy luidt: zijf analytisch binnen en op een Jor-
dankrommeK met uitzondering van een eindig aantal singuliere puntenai binnenK. Dan geldt alsK in positieve
richting doorlopen wordt:

1
2πi

∮
K

f(z)dz =
n∑

k=1

Res
z=ak

f(z)

Lemma: zij de functief analytisch ina, dan geldt:

Res
z=a

f(z)
z − a

= f(a)

Dit leidt tot de integraalstelling van Cauchy: alsf analytisch is op de in positieve richting doorlopen Jordankromme
K, dan geldt

1
2πi

∮
K

f(z)
z − a

dz =
{
f(a) als a binnenK
0 als a buiten K

Stelling: zij K een kromme (hoeft niet gesloten te zijn) en zijφ(ξ) continu opK. Dan is de functie

f(z) =
∫
K

φ(ξ)dξ
ξ − z

analytisch metn-de afgeleide

f (n)(z) = n!
∫
K

φ(ξ)dξ
(ξ − z)(n+1)

Stelling: zij K een kromme enG een gebied. Zijφ(ξ, z) gedefinieerd voorξ ∈ K, z ∈ G, met de volgende
eigenschappen:

1. φ(ξ, z) is begrensd, d.w.z.|φ(ξ, z)| ≤M voor ξ ∈ K, z ∈ G,

2. Voor vasteξ ∈ K is φ(ξ, z) een analytische functie vanz in G,
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3. Voor vastez ∈ G zijn φ(ξ, z) en∂φ(ξ, z)/∂z continue functies vanξ opK.

Dan is de functie

f(z) =
∫
K

φ(ξ, z)dξ

analytisch met afgeleide

f ′(z) =
∫
K

∂φ(ξ, z)
∂z

dξ

Ongelijkheid van Cauchy: zij de functief(z) analytisch binnen en op de cirkelC : |z−a| = R, en zij|f(z)| ≤M
voorz ∈ C. Dan geldt ∣∣∣f (n)(a)

∣∣∣ ≤ Mn!
Rn

6.3 Analytische functies gedefinieerd door reeksen

De reeks
∑
fn(z) heet puntsgewijs convergent op een gebiedG met somF (z) als

∀ε>0∀z∈G∃N0∈IR∀n>n0

[ ∣∣∣∣∣f(z)−
N∑

n=1

fn(z)

∣∣∣∣∣ < ε

]
De reeks heetuniform convergentals

∀ε>0∃N0∈IR∀n>n0∃z∈G

[ ∣∣∣∣∣f(z)−
N∑

n=1

fn(z)

∣∣∣∣∣ < ε

]
Uniforme convergentie impliceert puntsgewijze convergentie, omgekeerd hoeft dat niet zo te zijn.

Stelling: laat de machtreeks
∞∑

n=0
anz

n de convergentiestraalR hebben.R is de afstand tot de eerste niet-ophefbare

singulariteit.

• Als lim
n→∞

n
√
|an| = L bestaat, dan isR = 1/L.

• Als lim
n→∞

|an+1|/|an| = L bestaat, dan isR = 1/L.

Als geen van beide limieten bestaat isR te bepalen met de formule van Cauchy-Hadamard:

1
R

= lim
n→∞

sup n
√
|an|

6.4 Laurent reeksen

Stelling van Taylor: zij f analytisch in een gebiedG en laat punta ∈ G afstandr tot de rand vanG hebben. Dan
is f(z) te ontwikkelen in de Taylorreeks ronda:

f(z) =
∞∑

n=0

cn(z − a)n met cn =
f (n)(a)
n!

geldig voor|z − a| < r. De convergentiestraal van de Taylorreeks is≥ r. Indienf eenk-voudig nulpunt heeft ina
is c1, ..., ck−1 = 0, ck 6= 0.

Stelling van Laurent: zij f analytisch in het ringgebiedG : r < |z − a| < R. Dan isf(z) te ontwikkelen in een
Laurentreeks met middelpunta:

f(z) =
∞∑

n=−∞
cn(z − a)n met cn =

1
2πi

∮
K

f(w)dw
(w − a)n+1

, n ∈ ZZ
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geldig voorr < |z−a| < R enK een willekeurige Jordankromme inG die het punta in positieve richting omsluit.

Het hoofddeelvan een Laurentreeks is:
∞∑

n=1
c−n(z − a)−n. Hiermee zijn singuliere punten te classificeren. Er zijn

3 gevallen:

1. Het hoofddeel ontbreekt. Dan isa een ophefbare singulariteit. Definieerf(a) = c0 en de reeksontwikkeling
geldt ook voor|z − a| < R enf is analytisch ina.

2. Het hoofddeel bevat eindig veel termen. Dan bestaat er eenk ∈ IN z.d.d. lim
z→a

(z − a)kf(z) = c−k 6= 0. De

functieg(z) = (z − a)kf(z) heeft dan een ophefbare singulariteit ina. Men zegt datf eenk-voudige pool
heeft inz = a.

3. Het hoofddeel bevat oneindig veel termen. Dan isa een essentieel singulier punt vanf , bv. exp(1/z) voor
z = 0.

Als f eng analytisch zijn,f(a) 6= 0, g(a) = 0, g′(a) 6= 0 dan heeftf(z)/g(z) een enkelvoudige pool inz = a met

Res
z=a

f(z)
g(z)

=
f(a)
g′(a)

6.5 De stelling van Jordan

Residuen worden vaak gebruikt bij het berekenen van bepaalde integralen. Met de notatiesC+
ρ = {z||z| =

ρ,=(z) ≥ 0} enC−ρ = {z||z| = ρ,=(z) ≤ 0} enM+(ρ, f) = max
z∈C+

ρ

|f(z)|, M−(ρ, f) = max
z∈C−

ρ

|f(z)|. We

nemen aan datf(z) analytisch is voor=(z) > 0 met eventuele uitzondering van een eindig aantal singuliere punten
die niet op de rëele as liggen,lim

ρ→∞
ρM+(ρ, f) = 0 en de integraal bestaat, dan is

∞∫
−∞

f(x)dx = 2πi
∑

Resf(z) in =(z) > 0

VervangM+ doorM− in bovenstaande eisen en er volgt:

∞∫
−∞

f(x)dx = −2πi
∑

Resf(z) in =(z) < 0

HetLemma van Jordan: zij f continu voor|z| ≥ R, =(z) ≥ 0 en lim
ρ→∞

M+(ρ, f) = 0. Dan geldt voorα > 0

lim
ρ→∞

∫
C+

ρ

f(z)eiαzdz = 0

Zij f continu voor|z| ≥ R, =(z) ≤ 0 en lim
ρ→∞

M−(ρ, f) = 0. Dan geldt voorα < 0

lim
ρ→∞

∫
C−

ρ

f(z)eiαzdz = 0

Laatz = a een enkelvoudige pool zijn vanf(z) en zijCδ de halve cirkel|z−a| = δ, 0 ≤ arg(z−a) ≤ π, doorlopen
vana+ δ naara− δ. Dan is

lim
δ↓0

1
2πi

∫
Cδ

f(z)dz = 1
2 Res

z=a
f(z)
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Tensorrekening

7.1 Vectoren en covectoren

We noteren een eindig dimensionale vectorruimte metV,W. De vectorruimte van lineaire afbeeldingen vanV naar
W wordt aangegeven metL(V,W). BeschouwL(V,IR) := V∗. We noemenV∗ deduale ruimtevanV. We kunnen
nuvectorenin V met basis~c encovectorenin V∗ met basiŝ~c definïeeren. Eigenschappen van beide zijn:

1. Vectoren:~x = xi~ci met de basisvectoren~ci:

~ci =
∂

∂xi

Overgang van stelseli naari′ wordt gegeven door:

~ci′ = Ai
i′~ci = ∂i ∈ V , xi′ = Ai′

i x
i

2. Covectoren:̂~x = xi~̂c
i

met de basisvectoren̂~c
i

~̂c
i
= dxi

Overgang van stelseli naari′ wordt gegeven door:

~̂c
i′

= Ai′

i ~̂c
i
∈ V∗ , ~xi′ = Ai

i′~xi

Hierbij is deEinsteinconventiegebruikt:

aibi :=
∑

i

aibi

De cöordinatentransformatie wordt gegeven door:

Ai
i′ =

∂xi

∂xi′
, Ai′

i =
∂xi′

∂xi

Hieruit volgt datAi
k ·Ak

l = δi
l enAi

i′ = (Ai′

i )−1.

De cöordinatentransformaties zijn in differentiaalnotatie gegeven door:

dxi =
∂xi

∂xi′
dxi′ en

∂

∂xi′
=

∂xi

∂xi′
∂

∂xi

In het algemene geval geldt voor de transformatie van een tensorT :

T q1...qn
s1...sm

=
∣∣∣∣∂~x∂~u

∣∣∣∣` ∂uq1

∂xp1
· · · ∂u

qn

∂xpn
· ∂x

r1

∂us1
· · · ∂x

rm

∂usm
T p1...pn

r1...rm

bij eenabsolute tensoris ` = 0.

43
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7.2 Tensoralgebra

Er geldt:

aij(xi + yi) ≡ aijxi + aijyi, maar: aij(xi + yj) 6≡ aijxi + aijyj

en

(aij + aji)xixj ≡ 2aijxixj , maar: (aij + aji)xiyj 6≡ 2aijxiyj

en(aij − aji)xixj ≡ 0.

De som en verschil van 2 tensoren is een tensor van gelijke rang:Ap
q ± Bp

q . Bij het uitwendig tensorproduct is de
rang van het resultaat de som van de rangen van beide tensoren:Apr

q · Bm
s = Cprm

qs . Bij de contractieworden 2
indices gelijk gesteld en erover gesommeerd. Stel we nemenr = s bij tensorAmpr

qs , dit geeft:
∑
r
Ampr

qr = Bmp
q .

Het inproductvan twee tensoren is gedefinieerd als het uitproduct waarna een contractie over een index volgt.

7.3 Inwendig product

Definitie: de bilineaire afbeeldingB : V ×V∗ → IR,B(~x, ~̂y ) = ~̂y(~x ) wordt aangegeven met< ~x, ~̂y >. Voor deze
paringsoperator< ·, · >= δ geldt:

~̂y(~x) =< ~x, ~̂y >= yix
i , < ~̂c i,~cj >= δi

j

Zij G : V → V∗ een lineaire bijectie. Definiëer de bilineaire vormen

g : V × V → IR g(~x, ~y ) =< ~x,G~y >

h : V∗ × V∗ → IR h(~̂x, ~̂y ) =< G−1~̂x, ~̂y >

Beide zijn niet-gedegenereerd. Er geldt:h(G~x,G~y ) =< ~x,G~y >= g(~x, ~y ). Als weV enV∗ identificeren m.b.v.
G dan geeftg (of h) een inwendig product opV.

Het inproduct(, )Λ opΛk(V) wordt gedefinieerd door:

(Φ,Ψ)Λ =
1
k!

(Φ,Ψ)T 0
k
(V)

Het inproduct van 2 vectoren is dan gegeven door:

(~x, ~y ) = xiyi < ~ci, G~cj >= gijx
ixj

De matrixgij vanG is gegeven door

gij~̂c
j

= G~ci

De matrixgij vanG−1 is gegeven door:

gkl~cl = G−1~̂c
k

Voor dezemetrische tensorgij geldt:gijg
jk = δk

i . Deze tensor kan indices omhoog of omlaag halen:

xj = gijx
i , xi = gijxj

endui = ~̂c
i
= gij~cj .



Hoofdstuk 7: Tensorrekening 45

7.4 Tensorproduct

Definitie: laatU enV twee eindig dimensionale vectorruimten zijn met dimensiesm resp. n. Zij U∗ × V∗ het
cartesisch product vanU enV. Een functiet : U∗ × V∗ → IR; (~̂u; ~̂v ) 7→ t(~̂u; ~̂v ) = tαβuαuβ ∈ IR heet een
tensor alst lineair is in ~̂u en ~̂v. De tensorent vormen een vectorruimte genoteerd metU ⊗ V. De elementen
T ∈ V ⊗ V heten contravariante 2-tensoren:T = T ij~ci ⊗ ~cj = T ij∂i ⊗ ∂j . De elementenT ∈ V∗ ⊗ V∗ heten

covariante 2-tensoren:T = Tij~̂c
i
⊗ ~̂c

j
= Tijdx

i ⊗ dxj . De elementenT ∈ V∗ ⊗ V heten gemengde 2 tensoren:

T = T .j
i ~̂c

i
⊗ ~cj = T .j

i dx
i ⊗ ∂j , en analoog voorT ∈ V ⊗ V∗.

De getallen, gegeven door

tαβ = t(~̂c
α
, ~̂c

β
)

met1 ≤ α ≤ m en1 ≤ β ≤ n vormen de componenten of kentallen vant.

Neem~x ∈ U en~y ∈ V. Dan is de functie~x⊗ ~y, gedefinieerd door

(~x⊗ ~y)(~̂u, ~̂v) =< ~x, ~̂u >U< ~y, ~̂v >V

een tensor. De kentallen volgen uit:(~u⊗ ~v )ij = uiv
j . Het tensorproduct van 2 tensoren is gegeven door:(

2
0

)
vorm: (~v ⊗ ~w)(~̂p, ~̂q) = vipiw

kqk = T ikpiqk(
0
2

)
vorm: (~̂p⊗ ~̂q)(~v, ~w) = piv

iqkw
k = Tikv

iwk(
1
1

)
vorm: (~v ⊗ ~̂p)(~̂q, ~w) = viqipkw

k = T i
kqiw

k

7.5 Symmetrische - en antisymmetrische tensoren

Een tensort ∈ V ⊗ V heet symmetrisch resp. antisymmetrisch als∀~̂x, ~̂y ∈ V∗ geldt: t(~̂x, ~̂y ) = t(~̂y, ~̂x ) resp.
t(~̂x, ~̂y ) = −t(~̂y, ~̂x ).

Een tensort ∈ V∗ ⊗ V∗ heet symmetrisch resp. antisymmetrisch als∀~x, ~y ∈ V geldt: t(~x, ~y ) = t(~y, ~x ) resp.
t(~x, ~y ) = −t(~y, ~x ). In V ⊗W worden de lineaire afbeeldingenS enA gedefinieerd door:

St(~̂x, ~̂y ) = 1
2 (t(~̂x, ~̂y) + t(~̂y, ~̂x ))

At(~̂x, ~̂y ) = 1
2 (t(~̂x, ~̂y)− t(~̂y, ~̂x ))

In V∗ ⊗ V∗ analoog. Alst symmetrisch resp. antisymmetrisch is, dan isSt = t resp.At = t.

De tensoren~ei ∨ ~ej = ~ei~ej = 2S(~ei ⊗ ~ej), met1 ≤ i ≤ j ≤ n vormen een basis inS(V ⊗ V) met dimensie
1
2n(n+ 1).

De tensoren~ei ∧ ~ej = 2A(~ei ⊗ ~ej), met1 ≤ i ≤ j ≤ n vormen een basis inA(V ⊗ V) met dimensie12n(n− 1).

De volledig antisymmetrische tensorε is gegeven door:εijkεklm = δilδjm − δimδjl.

De permutatie-operatorenepqr zijn gedefinieerd door:e123 = e231 = e312 = 1, e213 = e132 = e321 = −1, voor
alle andere combinaties isepqr = 0. Er is een samenhang met deε tensor:εpqr = g−1/2epqr enεpqr = g1/2epqr.

7.6 Uitwendig product

Zij α ∈ Λk(V) enβ ∈ Λl(V). Dan wordtα ∧ β ∈ Λk+l(V) gedefinieerd door:

α ∧ β =
(k + l)!
k!l!

A(α⊗ β)
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Als α enβ ∈ Λ1(V) = V∗, dan geldt:α ∧ β = α⊗ β − β ⊗ α

Het uitproduct is te schrijven als:(~a×~b)i = εijka
jbk, ~a×~b = G−1 · ∗(G~a ∧G~b ).

Neem~a,~b,~c, ~d ∈ IR4. Dan is(dt ∧ dz)(~a,~b ) = a0b4 − b0a4 de georïenteerde oppervlakte van de projectie op het
tz-vlak van het parallellogram opgespannen door~a en~b.

Verder is

(dt ∧ dy ∧ dz)(~a,~b,~c) = det

∣∣∣∣∣∣
a0 b0 c0
a2 b2 c2
a4 b4 c4

∣∣∣∣∣∣
de georïenteerde 3-dimensionale inhoud van de projectie op hettyz-vlak van het parallellepipedum opgespannen
door~a,~b en~c.

(dt∧ dx∧ dy ∧ dz)(~a,~b,~c, ~d) = det(~a,~b,~c, ~d) is de 4-dimensionale inhoud van het hyperparallellepipedum opges-
pannen door~a,~b, ~c en ~d.

7.7 De Hodge afbeelding

Omdat
(
n
k

)
=
(

n
n−k

)
voor 1 ≤ k ≤ n hebbenΛk(V) enΛn−k(V) dezelfde dimensie. Dim(Λn(V)) = 1. De keuze

van een basis betekent de keuze van een georiënteerde inhoudsmaat, een volumeµ, in V. We kunnenµ zodanig
ijken dat voor een orthonormale basis~ei geldt:µ(~ei) = 1. Deze basis heet dan per definitie positief georiënteerd als

µ = ~̂e
1
∧ ~̂e

2
∧ ... ∧ ~̂e

n
= 1.

Vanwege de gelijke dimensies kan men zich afvragen of er een bijectie tussen beide ruimten bestaat. AlsV geen extra
structuur heeft is dit niet het geval, echter, alsV voorzien is van een inproduct en daarbij behorende volumevormµ,
dan bestaat zo’n afbeelding wel en wordt deHodge-ster-afbeeldinggenoemd en genoteerd met∗. Er geldt dat

∀w∈Λk(V)∃∗w∈Λk−n(V)∀θ∈Λk(V) θ ∧ ∗w = (θ, w)λµ

Voor een orthonormale basis inIR3 geldt: het volume:µ = dx ∧ dy ∧ dz, ∗dx ∧ dy ∧ dz = 1, ∗dx = dy ∧ dz,
∗dz = dx ∧ dy, ∗dy = −dx ∧ dz, ∗(dx ∧ dy) = dz, ∗(dy ∧ dz) = dx, ∗(dx ∧ dz) = −dy.

Voor een Minkowski basis inIR4 geldt:µ = dt ∧ dx ∧ dy ∧ dz,G = dt⊗ dt− dx⊗ dx− dy ⊗ dy − dz ⊗ dz, en
∗dt ∧ dx ∧ dy ∧ dz = 1 en∗1 = dt ∧ dx ∧ dy ∧ dz. Verder∗dt = dx ∧ dy ∧ dz en∗dx = dt ∧ dy ∧ dz.

7.8 Differentiaaloperaties

7.8.1 De richtingsafgeleide

De richtingsafgeleidein het punt~a is gegeven door:

L~af =< ~a, df >= ai ∂f

∂xi

7.8.2 De Lie-afgeleide

DeLie-afgeleideis gegeven door:

(L~v ~w)j = wi∂iv
j − vi∂iw

j
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7.8.3 Christoffelsymbolen

Aan ieder kromlijnig cöordinatenstelselui voegen we een stelsel vann3 functiesΓi
jk van~u toe gedefinieerd door

∂2~x

∂ui∂uk
= Γi

jk

∂~x

∂ui

Dit zijn Christoffelsymbolen van de tweede soort. Christoffelsymbolen zijn geen tensoren. De Christoffelsymbolen
van de tweede soort zijn gegeven door:{

i
jk

}
:= Γi

jk =
〈

∂2~x

∂uk∂uj
, dxi

〉
Er geldt datΓi

jk = Γi
kj . Hun transformatie naar een ander coördinatenstelsel is gegeven door:

Γi′

j′k′ = Ai
i′A

j
j′A

k
k′Γ

i
jk +Ai′

i (∂j′A
i
k′)

Als de geaccentueerde coördinaten cartesisch zijn is de eerste term hierin gelijk aan 0.

Er is een relatie tussen Christoffelsymbolen en de metriek:

Γi
jk = 1

2g
ir(∂jgkr + ∂kgrj − ∂rgjk)

enΓα
βα = ∂β(ln(

√
|g|)).

Omlaaghalen van een index geeft deChristoffelsymbolen van de eerste soort: Γi
jk = gilΓjkl.

7.8.4 De covariante afgeleide

Decovariante afgeleide∇j van een vector, covector en van tensoren van rang 2 is gegeven door:

∇ja
i = ∂ja

i + Γi
jka

k

∇jai = ∂jai − Γk
ijak

∇γa
α
β = ∂γa

α
β − Γε

γβa
α
ε + Γα

γεa
ε
β

∇γaαβ = ∂γaαβ − Γε
γαaεβ − Γε

γβaαε

∇γa
αβ = ∂γa

αβ + Γα
γεa

εβ + Γβ
γεa

αε

De stelling van Ricci luidt dat
∇γgαβ = ∇γg

αβ = 0

7.9 Differentiaaloperatoren

De Gradiënt

is gegeven door:

grad(f) = G−1df = gki ∂f

∂xi

∂

∂xk

De divergentie

is gegeven door:

div(ai) = ∇ia
i =

1
√
g
∂k(

√
g ak)

De rotatie

is gegeven door:
rot(a) = G−1 · ∗ · d ·G~a = −εpqr∇qap = ∇qap −∇paq
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De Laplaciaan

is gegeven door:

∆(f) = div grad(f) = ∗d ∗ df = ∇ig
ij∂jf = gij∇i∇jf =

1
√
g

∂

∂xi

(
√
g gij ∂f

∂xj

)

7.10 Differentiaalmeetkunde

7.10.1 Ruimtekrommen

We beperken ons totIR3 met een vaste orthonormale basis. Een punt wordt voorgesteld door~x = (x1, x2, x3).
Een ruimtekromme is een verzameling punten die voldoen aan~x = ~x(t). De booglengte van een ruimtekromme is
gegeven door:

s(t) =

t∫
t0

√(
dx

dτ

)2

+
(
dy

dτ

)2

+
(
dz

dτ

)2

dτ

De afgeleide vans naart is de lengte van de vectord~x/dt:(
ds

dt

)2

=
(
d~x

dt
,
d~x

dt

)
Het osculatievlakin een puntP van een ruimtekromme is de limietstand van het vlak door de raaklijn in puntP
en een puntQ wanneerQ langs de ruimtekromme nadert totP . Het osculatievlak is evenwijdig aaṅ~x(s). De
voorstelling van het osculatievlak is, als~̈x 6= 0:

~y = ~x+ λ~̇x+ µ~̈x dus det(~y − ~x, ~̇x, ~̈x ) = 0

In een buigpunt geldt, als
...

~x 6= 0:

~y = ~x+ λ~̇x+ µ
...

~x

De raaklijn heeft eenheidsvector~̀ = ~̇x, dehoofdnormaaleenheidsvector~n = ~̈x en debinormaal~b = ~̇x × ~̈x. De
hoofdnormaal ligt dus in het osculatievlak, de binormaal staat daar loodrecht op.

Zij P een punt enQ een naburig punt van een ruimtekromme~x(s). Zij ∆ϕ de hoek tussen de raaklijnen inP enQ
en zij∆ψ de hoek tussen de osculatievlakken (binormalen) inP enQ. Dan zijn dekrommingρ en detorsieτ in P
gedefinieerd door:

ρ2 =
(
dϕ

ds

)2

= lim
∆s→0

(
∆ϕ
∆s

)2

, τ2 =
(
dψ

ds

)2

enρ > 0. Voor vlakke krommen isρ de traditionele kromming en isτ = 0. Er geldt:

ρ2 = (~̀, ~̀) = (~̈x, ~̈x ) en τ2 = (~̇b,~̇b)

De formules van Frenet drukken de afgeleiden uit als lineaire combinaties van deze vectoren:

~̀̇= ρ~n , ~̇n = −ρ~̀+ τ~b , ~̇b = −τ~n

Hieruit volgt datdet(~̇x, ~̈x,
...

~x ) = ρ2τ .

Enkele krommen en hun eigenschappen zijn:

Schroeflijn τ/ρ =constant
Cirkelschroeflijn τ =constant,ρ =constant
Vlakke krommen τ = 0
Cirkels ρ =constant,τ = 0
Rechten ρ = τ = 0
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7.10.2 Oppervlakken inIR3

Een oppervlak inIR3 is de verzameling eindpunten der vectoren~x = ~x(u, v), dusxh = xh(uα). Op het oppervlak
liggen 2 stelsels krommen, nl. metu =constant en metv =constant.

Het raakvlak in een puntP aan het oppervlak heeft als basis:

~c1 = ∂1~x en ~c2 = ∂2~x

7.10.3 De eerste fundamentaaltensor

Zij P een punt van het oppervlak~x = ~x(uα). Van twee krommen doorP , aan te geven dooruα = uα(t),
uα = vα(τ), zijn de raakvectoren inP

d~x

dt
=
duα

dt
∂α~x ,

d~x

dτ
=
dvβ

dτ
∂β~x

Deeerste fundamentaaltensorvan het oppervlak inP is het inproduct van deze raakvectoren:(
d~x

dt
,
d~x

dτ

)
= (~cα,~cβ)

duα

dt

dvβ

dτ

De covariante componenten t.o.v. de basis~cα = ∂α~x zijn:

gαβ = (~cα,~cβ)

Voor de hoekφ tussen de parameterkrommen inP : u = t, v =constant enu =constant,v = τ geldt:

cos(φ) =
g12√
g11g22

Voor de booglengtes vanuitP langs de krommeuα(t) geldt:

ds2 = gαβdu
αduβ

Deze uitdrukking heet hetlijnelement.

7.10.4 De tweede fundamentaaltensor

De 4 afgeleiden van de raakvectoren∂α∂β~x = ∂α~cβ zijn elk lineair afhankelijk van de vectoren~c1, ~c2 en ~N met ~N
loodrecht op~c1 en~c2. Dit wordt geschreven als:

∂α~cβ = Γγ
αβ~cγ + hαβ

~N

Hieruit volgt:

Γγ
αβ = (~c γ , ∂α~cβ) , hαβ = ( ~N, ∂α~cβ) =

1√
det |g|

det(~c1,~c2, ∂α~cβ)

7.10.5 Geodetische kromming

Op het oppervlak~x(uα) wordt een kromme gegeven door:uα = uα(s), dan~x = ~x(uα(s)) mets de booglengte
van de kromme. De lengte van̈~x is de krommingρ van de kromme inP . De projectie van̈~x op het raakvlak is een
vector met componenten

pγ = üγ + Γγ
αβu̇

αu̇β

waarvan de lengte degeodetische krommingheet van de kromme inp en blijft hetzelfde als het oppervlak met
behoud van het lijnelement wordt verbogen. De projectie van~̈x op ~N heeft als lengte

p = hαβu̇
αu̇β
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die denormale krommingvan de kromme inP heet. Destelling van Meusnierluidt dat verschillende krommen op
het oppervlak met dezelfde raakvector inP gelijke normale kromming hebben.

Eengeodetische lijnvan een oppervlak is een kromme op het oppervlak waarvoor in elk punt de hoofdnormaal van
de kromme samenvalt met de normaal op het oppervlak. Voor een geodetische lijn moet in elk puntpγ = 0 dus

d2uγ

ds2
+ Γγ

αβ

duα

ds

duβ

ds
= 0

De covariante afgeleide∇/dt in P van een vectorveld van een oppervlak langs een kromme is de projectie op het
raakvlak inP van de gewone afgeleide inP .

Voor twee vectorvelden~v(t) en ~w(t) langs dezelfde kromme van het oppervlak volgt de regel van Leibniz:

d(~v, ~w )
dt

=
(
~v,
∇~w
dt

)
+
(
~w,
∇~v
dt

)
Langs een kromme geldt:

∇
dt

(vα~cα) =
(
dvγ

dt
+ Γγ

αβ

duα

dt
vβ

)
~cγ

7.11 Riemannse meetkunde

DeRiemann tensorR is gedefinieerd door:

Rµ
ναβT

ν = ∇α∇βT
µ −∇β∇αT

µ

Dit is een
(
1
3

)
tensor metn2(n2−1)/12 onafhankelijke componenten die niet identiek gelijk aan 0 zijn. Deze tensor

is een maat voor de kromming van de beschouwde ruimte. Als ze 0 is is de ruimte een vlak manifold. Ze heeft de
volgende symmetrie-eigenschappen:

Rαβµν = Rµναβ = −Rβαµν = −Rαβνµ

Er geldt:
[∇α,∇β ]Tµ

ν = Rµ
σαβT

σ
ν +Rσ

ναβT
µ
σ

De Riemann tensor hangt samen met de Christoffelsymbolen via

Rα
βµν = ∂µΓα

βν − ∂νΓα
βµ + Γα

σµΓσ
βν − Γα

σνΓσ
βµ

In een ruimte en cöordinatenstelsel waar de Christoffelsymbolen 0 zijn gaat dit over in

Rα
βµν = 1

2g
ασ(∂β∂µgσν − ∂β∂νgσµ + ∂σ∂νgβµ − ∂σ∂µgβν)

DeBianchi identiteitenzijn: ∇λRαβµν +∇νRαβλµ +∇µRαβνλ = 0.

De Ricci tensorverkrijgt men door contractie:Rαβ ≡ Rµ
αµβ en is symmetrisch in haar indices:Rαβ = Rβα. De

Einstein tensorG is gedefinieerd door:Gαβ ≡ Rαβ − 1
2g

αβ . Hiervoor geldt:∇βG
αβ = 0. De Ricci scalar is

R = gαβRαβ .
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Numerieke wiskunde

8.1 Fouten

Als een op te lossen probleem een aantal parameters bevat die niet exact bekend zijn zal de oplossing een fout
bevatten. De samenhang tussen fouten in gegevens en oplossing is uit te drukken in hetconditiegetalc. Als het
probleem gegeven is doorx = φ(a) geldt in eerste orde voor een foutδa in a:

δx

x
=
aφ′(a)
φ(a)

· δa
a

Het getalc(a) = |aφ′(a)|/|φ(a)|. Als het probleem goed geconditioneerd is dan isc� 1.

8.2 Floating point rekenen

De floating point representatie hangt af van 4 natuurlijke getallen:

1. Hetgrondtalof basis van het getalstelselβ,

2. De mantisselengtet,

3. De lengte van de exponentq,

4. Het tekens,

De representatie van machinegetallen is dan:rd(x) = s ·m · βe waarin mantissem een getal is mett β-tallige

cijfers dat voldoet aan1/β ≤ |m| < 1, ene een getal is metq β-tallige cijfers met|e| ≤ βq − 1. Hieraan wordt
toegevoegd het getal 0 met bv.m = e = 0. Het grootste machinegetal is

amax = (1− β−t)ββq−1

en het kleinste positieve machinegetal is
amin = β−βq

De afstand tussen twee opeenvolgende machinegetallen in het interval[βp−1, βp] is βp−t. Als x reëel is en het
dichtstbijzijnde machinegetal isrd(x), dan geldt:

rd(x) = x(1 + ε) met |ε| ≤ 1
2β

1−t

x = rd(x)(1 + ε′) met |ε′| ≤ 1
2β

1−t

Het getalη := 1
2β

1−t heet de machine-nauwkeurigheid waarvoor geldt:

ε, ε′ ≤ η

∣∣∣∣x− rd(x)
x

∣∣∣∣ ≤ η

Een veelgebruikt 32 bits float formaat is: 1 bit voors, 8 voor de exponent en23 voor de mantisse. Het grondtal
hierin is 2.

51
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8.3 Stelsels vergelijkingen

We willen de matrixvergelijkingA~x = ~b oplossen voor een niet-singuliereA, hetgeen equivalent is aan het vinden
van de inverse matrixA−1. Oplossing van eenn×nmatrix via de regel van Cramer vereist te veel vermenigvuldigin-
genf(n) metn! ≤ f(n) ≤ (e− 1)n!, dus zijn andere methoden wenselijk.

8.3.1 Driehoeksstelsels

Beschouw de vergelijkingU~x = ~c waarinU een rechtsboven matrix is, d.w.z.Uij = 0 voor allej < i, en alle
Uii 6= 0. Dan is:

xn = cn/Unn

xn−1 = (cn−1 − Un−1,nxn)/Un−1,n−1

...
...

x1 = (c1 −
n∑

j=2

U1jxj)/U11

In code:

for (k = n; k > 0; k--)
{

S = c[k];
for (j = k + 1; j < n; j++)
{

S -= U[k][j] * x[j];
}
x[k] = S / U[k][k];

}

Dit algoritme vereist12n(n+ 1) floating point berekeningen.

8.3.2 De eliminatiemethode van Gauss

Beschouw een algemeen stelselA~x = ~b. Dit is via de eliminatiemethode van Gauss tot een driehoeksvorm te bren-
gen door de eerste vergelijking vermenigvuldigd metAi1/A11 van alle anderen af te trekken; nu is de eerste kolom,
op A11 na, allemaal 0. Daarna wordt de 2e vergelijking zodanig van de anderen afgetrokken dat alle elementen
onderA22 0 zijn, etc. In code:

for (k = 1; k <= n; k++)
{

for (j = k; j <= n; j++) U[k][j] = A[k][j];
c[k] = b[k];

for (i = k + 1; i <= n; i++)
{

L = A[i][k] / U[k][k];
for (j = k + 1; j <= n; j++)
{

A[i][j] -= L * U[k][j];
}
b[i] -= L * c[k];

}
}
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Dit algoritme vereist13n(n2−1) floating point vermenigvuldigingen en delingen voor bewerking van de coëfficiëntenmatrix
en 1

2n(n − 1) vermenigvuldigingen voor de bewerking van de rechterleden, waarna ook het driehoeksstelsel moet
worden opgelost met12n(n+ 1) berekeningen.

8.3.3 Pivot strategie

Als de hoekelementenA11, A
(1)
22 , ... niet alle 6= 0 zijn zullen er vergelijkingen verwisseld moeten worden om Gauss

eliminatie te laten werken (A(n) is het element na den-de iteratieslag). Een methode is: alsA(k−1)
kk = 0, dan zoek

een elementA(k−1)
pk metp > k dat 6= 0 is en verwissel dep-de enk-de vergelijking. Deze strategie mislukt alleen

indien het stelsel singulier is en dus geen oplossing heeft.

8.4 Nulpunten van functies

8.4.1 Successieve substitutie

Het doel is het oplossen van de vergelijkingF (x) = 0, dus het vinden van het nulpuntα, metF (α) = 0.

Veel oplossingsmethoden komen neer op het volgende:

1. Schrijf de vergelijking om in de vormx = f(x) z.d.d. een oplossing hiervan ook een oplossing vanF (x) = 0
is. Bovendien magf(x) in de buurt vanα niet te sterk vanx afhangen.

2. Neem een beginschattingx0 voorα, en bepaal de rijxn metxn = f(xn−1) en hoop datlim
n→∞

xn = α.

Een voorbeeld: kies

f(x) = β − ε
h(x)
g(x)

= x− F (x)
G(x)

dan is te verwachten dat de rijxn met

x0 = β

xn = xn−1 − ε
h(xn−1)
g(xn−1)

naarα convergeert.

8.4.2 De lokale convergentiestelling

Zij α een oplossing vanx = f(x) en zijxn = f(xn−1) bij gegevenx0. Zij f ′(x) continu in een omgeving vanα.
Zij f ′(α) = A met|A| < 1. Dan is er eenδ > 0 z.d.d. voor iederex0 met|x0 − α| ≤ δ geldt:

1. lim
n→∞

nn = α,

2. Als voor zekerek geldt:xk = α, dan geldt voor iederen ≥ k datxn = α. Als xn 6= α voor allen dan geldt

lim
n→∞

α− xn

α− xn−1
= A , lim

n→∞

xn − xn−1

xn−1 − xn−2
= A , lim

n→∞

α− xn

xn − xn−1
=

A

1−A

De grootheidA wordt deasymptotische convergentiefactorgenoemd, de grootheidB = −10 log |A| deasymptotis-
che convergentiesnelheid.
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8.4.3 Extrapolatie volgens Aitken

We stellen
A = lim

n→∞

xn − xn−1

xn−1 − xn−2

A convergeert naarf ′(a). Dan zal de rij

αn = xn +
An

1−An
(xn − xn−1)

convergeren naarα.

8.4.4 De iteratiemethode van Newton

Het omvormen vanF (x) = 0 in x = f(x) kan op meerdere manieren. Een essentiële voorwaarde daarbij is dat in
een omgeving van een wortelα geldt dat|f ′(x)| < 1, en hoe kleinerf ′(x) is, hoe sneller de reeks convergeert. Een
algemene manier omf(x) te construeren is

f(x) = x− Φ(x)F (x)

metΦ(x) 6= 0 in een omgeving vanα. Als men kiest:

Φ(x) =
1

F ′(x)

dan geeft dit de methode van Newton. De iteratieformule wordt dan:

xn = xn−1 −
F (xn−1)
F ′(xn−1)

Enkele eigenschappen:

• Dit resultaat is ook m.b.v. Taylorreeksen af te leiden.

• De globale convergentie is vaak moeilijk te onderzoeken.

• Als xn ver vanα af ligt kan de convergentie soms erg traag zijn.

• De aannameF ′(α) 6= 0 betekent datα een enkelvoudig nulpunt is.

VoorF (x) = xk − a wordt de reeks:

xn =
1
k

(
(k − 1)xn−1 +

a

xk−1
n−1

)

Dit is een bekende methode om wortels te berekenen.

De volgende code vindt het nulpunt van een functie via de methode van Newton. Het nulpunt ligt binnen het interval
[x1, x2] . De waarde wordt aangepast totdat de nauwkeurigheid beter is dan±eps . De functiefuncd is een
routine die zowel de functie en de eerste afgeleide in puntx teruggeeft en pointers daarnaartoe invult.

float SolveNewton(void (*funcd)(float, float*, float*), float x1, float x2, float eps)
{

int j, max_iter = 25;
float df, dx, f, nulpunt;

nulpunt = 0.5 * (x1 + x2);
for (j = 1; j <= max_iter; j++)
{
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(*funcd)(nulpunt, &f, &df);
dx = f/df;
nulpunt = -dx;
if ( (x1 - nulpunt)*(nulpunt - x2) < 0.0 )
{

perror("Jumped out of brackets in SolveNewton.");
exit(1);

}
if ( fabs(dx) < eps ) return nulpunt; /* Convergence */

}
perror("Maximum number of iterations exceeded in SolveNewton.");
exit(1);
return 0.0;

}

8.4.5 De secant methode

Dit is, i.t.t. de vorige methoden, een tweetraps methode. Als men twee benaderingenxn enxn−1 voor een nulpunt
heeft dan kan men als volgende benadering nemen het snijpunt

xn+1 = xn − F (xn)
xn − xn−1

F (xn)− F (xn−1)

Er is sprake van interpolatie alsF (xn) enF (xn−1) een verschillend teken hebben, anders van extrapolatie.

8.5 Polynoom interpolatie

Een basis voor polynomen van graadn is gegeven door deinterpolatiepolynomen van Lagrange:

Lj(x) =
n∏

l=0
l 6=j

x− xl

xj − xl

Er geldt dat:

1. IedereLj(x) heeft graadn,

2. Lj(xi) = δij voor i, j = 0, 1, ..., n,

3. Ieder polynoomp(x) is op eenduidige wijze te schrijven als

p(x) =
n∑

j=0

cjLj(x) met cj = p(xj)

Dit is geen geschikte wijze om de waarde van een polynoom in een gegeven puntx = a te berekenen. Hiervoor is
het Horner algoritme beter geschikt: de waardes =

∑
k ckx

k in x = a is als volgt te berekenen:

float GetPolyValue(float c[], int n)
{

int i; float s = c[n];
for (i = n - 1; i >= 0; i--)
{

s = s * a + c[i];
}
return s;

}

dan heefts na afloop de waardep(a).
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8.6 Bepaalde integralen

Vrijwel alle numerieke integratie methoden zijn gebaseerd op een formule van de vorm:

b∫
a

f(x)dx =
n∑

i=0

cif(xi) +R(f)

metn, ci enxi onafhankelijk vanf(x) enR(f) de restfout die voor alle gebruikelijke methoden de vormR(f) =
Cf (q)(ξ) heeft metξ ∈ (a, b) enq ≥ n + 1. Vaak worden de puntenxi equidistant gekozen. Enkele gebruikelijke
formules zijn:

• De trapeziumregel:n = 1, x0 = a, x1 = b, h = b− a:

b∫
a

f(x)dx =
h

2
[f(x0) + f(x1)]−

h3

12
f ′′(ξ)

• Regel van Simpson:n = 2, x0 = a, x1 = 1
2 (a+ b), x2 = b, h = 1

2 (b− a):

b∫
a

f(x)dx =
h

3
[f(x0) + 4f(x1) + f(x2)]−

h5

90
f (4)(ξ)

• De midpoint regel:n = 0, x0 = 1
2 (a+ b), h = b− a:

b∫
a

f(x)dx = hf(x0) +
h3

24
f ′′(ξ)

Als f sterk varieert binnen het interval zal men dit interval gewoonlijk opsplitsen en de integratieformules op de
deelintervallen toepassen.

Als men zowel de cöefficiëntencj als de puntenxj in een integratieformule zodanig wil bepalen dat de integratiefor-
mule exact geldt voor polynomen van een zo hoog mogelijke graad, dan krijgt men een integratieformule van Gauss.
Twee voorbeelden hiervan zijn:

1. De tweepuntsformule:

h∫
−h

f(x)dx = h

[
f

(
−h√

3

)
+ f

(
h√
3

)]
+

h5

135
f (4)(ξ)

2. De driepuntsformule:

h∫
−h

f(x)dx =
h

9

[
5f
(
−h
√

3
5

)
+ 8f(0) + 5f

(
h
√

3
5

)]
+

h7

15750
f (6)(ξ)

8.7 Differentiëren

Voor de numerieke berekening vanf ′(x) staan verschillende differentiatieformules ter beschikking:

• Voorwaartse differentiatie:

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x)

h
− 1

2hf
′′(ξ)
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• Achterwaartse differentiatie:

f ′(x) =
f(x)− f(x− h)

h
+ 1

2hf
′′(ξ)

• Centrale differentiatie:

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x− h)

2h
− h2

6
f ′′′(ξ)

• Als meer functiewaarden gebruikt worden is de benadering beter:

f ′(x) =
−f(x+ 2h) + 8f(x+ h)− 8f(x− h) + f(x− 2h)

12h
+
h4

30
f (5)(ξ)

Ook voor hogere afgeleiden bestaan er formules:

f ′′(x) =
−f(x+ 2h) + 16f(x+ h)− 30f(x) + 16f(x− h)− f(x− 2h)

12h2
+
h4

90
f (6)(ξ)

8.8 Differentiaalvergelijkingen

We gaan uit van de eerste orde DVy′(x) = f(x, y) voor x > x0 en beginvoorwaardey(x0) = x0. Stel dat we
benaderingenz1, z2, ..., zn voory(x1), y(x2),...,y(xn) gevonden hebben. Dan kunnen we ter bepaling vanzn+1 als
benadering voory(xn+1) enkele formules afleiden:

• Euler (eenstaps, expliciet):

zn+1 = zn + hf(xn, zn) +
h2

2
y′′(ξ)

• Midpointregel (tweestaps, expliciet):

zn+1 = zn−1 + 2hf(xn, zn) +
h3

3
y′′′(ξ)

• Trapeziumregel (eenstaps, impliciet):

zn+1 = zn + 1
2h(f(xn, zn) + f(xn+1, zn+1))−

h3

12
y′′′(ξ)

Runge-Kutta methoden zijn een belangrijke klasse van eenstaps methoden. Ze worden gemotiveerd doordat de
oplossingy(x) voldoet aan:

yn+1 = yn + hf(ξn, y(ξn)) met ξn ∈ (xn, xn+1)

Omdatξn onbekend is worden er enkele “metingen” gedaan van de incrementfunctiek = hf(x, y) in goed gekozen
punten nabij de oplossingskromme en vervolgens neemt men voorzn+1 − zn een gewogen gemiddelde van de
meetwaarden. Zo geldt vooréén van de mogelijke 3e orde Runge-Kutta methoden:

k1 = hf(xn, zn)
k2 = hf(xn + 1

2h, zn + 1
2k1)

k3 = hf(xn + 3
4h, zn + 3

4k2)
zn+1 = zn + 1

9 (2k1 + 3k2 + 4k3)

en de klassieke 4e orde methode is:

k1 = hf(xn, zn)
k2 = hf(xn + 1

2h, zn + 1
2k1)

k3 = hf(xn + 1
2h, zn + 1

2k2)
k4 = hf(xn + h, zn + k3)

zn+1 = zn + 1
6 (k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

Vaak wordt de nauwkeurigheid nog vergroot door de stapgrootte per stap aan te passen aan de geschatte afrondings-
fout. Bij 4e orde Runge-Kutta is stapverdubbeling de meest voor de hand liggende methode.
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8.9 De fast Fourier transformatie

We kunnen de Fouriertransformatie van een functie benaderen als we een aantal discrete punten hebben. Stel we
hebbenN opeenvolgende sampleshk = h(tk), tk = k∆, k = 0, 1, 2, ..., N − 1. De discrete Fourier transformatie
is dan gegeven door:

Hn =
N−1∑
k=0

hke2πikn/N

en de inverse Fouriertransformatie door

hk =
1
N

N−1∑
n=0

Hne−2πikn/N

Deze operatie is van ordeN2. Dit kan sneller, ordeN ·2 log(N), met de Fast Fourier transformatie. Hiertoe ziet
men in dat een discrete Fouriertransformatie met lengteN recursief opgedeeld kan worden in de som van 2 discrete
transformaties met lengteN/2, één gevormd van de even punten, de ander van de oneven.

Dit is als volgt te implementeren. Het arraydata[1..2*nn] bevat op de oneven plaatsen het reële en op de even
plaatsen de imaginaire delen van de invoerwaarden:data[1] is het rëele deel endata[2] het imaginaire deel
van f0, etc. De volgende routine vervangt de waarden indata door hun discreet Fourier getransformeerden als
isign = 1, en door hun invers getransformeerde elementen alsisign = −1. nn moet een macht van 2 zijn.

#include <math.h>
#define SWAP(a,b) tempr=(a);(a)=(b);(b)=tempr

void FourierTransform(float data[], unsigned long nn, int isign)
{

unsigned long n, mmax, m, j, istep, i;
double wtemp, wr, wpr, wpi, wi, theta;
float tempr, tempi;

n = nn << 1;
j = 1;
for (i = 1; i < n; i += 2)
{

if ( j > i )
{

SWAP(data[j], data[i]);
SWAP(data[j+1], data[i+1]);

}
m = n >> 1;
while ( m >= 2 && j > m )
{

j -= m;
m >>= 1;

}
j += m;

}
mmax = 2;
while ( n > mmax ) /* Buitenste loop, wordt log2(nn) maal uitgevoerd */
{

istep = mmax << 1;
theta = isign * (6.28318530717959/mmax);
wtemp = sin(0.5 * theta);
wpr = -2.0 * wtemp * wtemp;
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wpi = sin(theta);
wr = 1.0;
wi = 0.0;
for (m = 1; m < mmax; m += 2)
{

for (i = m; i <= n; i += istep) /* Danielson-Lanczos formule */
{

j = i + mmax;
tempr = wr * data[j] - wi * data[j+1];
tempi = wr * data[j+1] + wi * data[j];
data[j] = data[i] - tempr;
data[j+1] = data[i+1] - tempi;
data[i] += tempr;
data[i+1] += tempi;

}
wr = (wtemp = wr) * wpr - wi * wpi + wr;
wi = wi * wpr + wtemp * wpi + wi;

}
mmax=istep;

}
}
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