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Hoofdstuk 1

Basiswiskunde

1.1 Goniometrische functies
Voor de goniometrische verhoudingen van een punp de eenheidscirkel geldt:

cos(¢) =z, , sin(¢) =y, , tan(¢) = il
p

sin?(z) 4 cos?(z) = 1 encos~2(x) = 1 + tan?(x).
cos(a £ b) = cos(a) cos(b) F sin(a) sin(b) , sin(a £ b) = sin(a) cos(b) £ cos(a) sin(b)
tan(a) & tan(b)

tan(a £b) = 1 F tan(a) tan(b)
De somformuleszijn:
sin(p) +sin(g) = 2sin(3(p+ q)) cos(3(p — q))
sin(p) —sin(q) = 2cos(5(p + ) sin(z(p — q))
cos(p) +cos(q) = 2cos(3(p+q))cos(5(p — q))
cos(p) — cos(q) —2sin(5(p + ¢)) sin(5(p — )
Hieruit volgt:
2cos?(z) =1+4cos(2x) , 2sin*(x) =1 — cos(2z)
sin(m —x) =sin(z) , cos(m —x) = — cos(x)
sin(im —z) =cos(z) , cos(im—z)=sin(z)

Conclusies uit Gelijkheden
sin(z) =sin(a) = ax=ax2krofz=(r—a)L2kr, k€N
cos(z) =cos(a) = xz=ax2krofzx=—a+2kn

tan(z) =tan(a) = z=aLkrénz#£ g + kn

Tussen de inverse functies gelden de volgende relaties:

T 1
arctan(x) = arcsin [ ——— | = arccos | ———=] , sin(arccos(z)) = /1 — z2
) < m2+1> ( x2+1> ( )

1.2 Hyperbolische functies

De hyperbolische functies zijn gedefinieerd door:

e’ —e " e’ +e " sinh(z)
S tanh(z) =
2 ’ ;. tanh(z) cosh(z)

sinh(z) =

Hieruit volgt datcosh? () — sinh®(z) = 1. Verder geldt:
arsinh(z) = In |2 + \/QTH| , arcosh(z) = arsinh(v/z2 — 1)
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1.3

De definitie van de afgeleide functie is:

Infinitesimaalrekening

& _ o S h) - f(a)

dx  h—0 h
Rekenregels voor afgeleiden zijn:

_ ydr — xdy

dlx +y)=detdy , dlzy) =xdy + ydx , d<x) 3
Y Yy

Voor de afgeleide van daverse functief™ (y), gedefinieerd doof™v(f(x)) = z, geldtin puntP = (z, f(z)):

(752, (4), -

Kettingregel: alsf = f(g(z)), dan geldt

& dfdg

de dtyda:
Verder geldt voor afgeleiden van producten van functies:

n

=3 (Z) =B L g0

k=0

Voor deprimitieve functieF'(x) geldt: F'(z) = f(x). Een overzicht van afgeleiden en primitieven is:

y=1f@) | dy/de=f'(z) [ £(@)da
ar™ anz™ 1 a(n + 1)~ tpntl
1/x —r2 In |z|
a 0 ax
a;’ a® h;(a) a®/ lil(a)
“log(x) (xn(a))~! (zIn(z) — z)/In(a)
In(z) 1/x zln(x) —x
sin(x) cos(x) —cos(x)
cos(x) —sin(z) sin(z)
tan(z) cos™?(x) —1In| cos(z)|
sin™!(x) —sin"?(z) cos(x) In | tan($z)|
sinh(z) cosh(z) cosh(z)
cosh(z) sinh(x) sinh(x)
arcsin(zx) 1/4/1 — 2?2 xarcsin(z) + V1 — a2
arccos(x) —1/V/1 — 22 xarccos(z) — V1 — a?
arctan(x) (1+a22)71 zarctan(z) — 1 In(1 + 2?)
(a422)~2 | —x(a+x?)73/? . In |z + Va + 22|
(a? — 2%)~! 2z(a? + 2%) 7?2 %ln|(a+x)/(a—x)|

De kromtestraalp van een kromme is gegeven dopr=

(

Stelling van De 'l Hopital: alsf(a) = 0 eng(a) = 0, dan islim

1+ (y)?)3/?
ly”|
1) _y, 10)
e—a g(z)  w—a g'(x)
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1.4 Limieten

i T —1 t z
i 52 g © —1 g @) g lim(1+ k)% =e , lim (1+§) — "
z—0 €T r—0 xT z—0 €T k—0 r—00 €T
In? 1 P
limz®In(z) =0 , lim n(z) =0, lim In(z +a) =a, lim S als|a| > 1.
z|0 r—oo @ x—0 x rz—oo Q¥
lir% (al/"’” - 1) =1In(a) , lir%%n(x) =1, lim Yz=1
o T x z—00

1.5 Complexe getallen en quaternionen

1.5.1 Complexe getallen

Het complexe getad = a + bi meta enb € IR. a is hetreéele deelb hetimaginaire deevanz. |z| = va? + b2.
Per definitie geldti> = —1. EIk complex getal is te schrijven ais= |z| exp(ip), mettan(p) = b/a. De complex
geconjugeerdean z is gedefinieerd als = z* := a — bi. Er geldt verder:

(a+bi)(c+di) = (ac—bd)+i(ad+ bc)
(a+bi)+(c+di) = a+c+i(b+d)
a+bi  (acHbd) +i(bc — ad)
c+di c+ d?
Men kan de goniometrische functies schrijven als complexe e-machten:
sin(z) = l(ei‘” —e )
2
cos(z) = %(e” +e i)

Hieruit volgt cos(iz) = cosh(z) ensin(iz) = isinh(z). Verder volgt hieruit dat**® = cos(x) =+ isin(z), dus
e’ # 0Vz. Ook volgt hieruit de stelling van De Moivrécos(y) + i sin(p))™ = cos(np) + i sin(ne).

Producten en qudthten van complexe getallen zijn te schrijven als:

2129 = |z1] - [22|(cos(p1 + p2) +isin(pr + @2))
z z ..
2 1l og(or — o)+ isinger — ¢2)
Z9 |22|
Er is af te leiden dat geldt:
|21 + 22| < |2a] + |22] 5 |21 — 22| 2 | 21| — |22] |

En uitz = rexp(if) volgt: In(z) = In(r) + 6, In(z) = In(z) + 2nmri.

1.5.2 Quaternionen

Quaternionen zijn gedefinieerd als= a + bi + cj + dk, meta, b, c,d € IR. Er geldt:i? = j?> = k> = —1. De
producten van, j, k onderling zijn gegeven doayj = —ji = k, jk = —kj =i enki = —ik = j.

1.6 Meetkunde
1.6.1 Driehoeken

Wanneer in een driehoekde hoek is tegenover zijde S de hoek tegenover zijdeen~ de hoek is tegenover zijde

c luidt de sinusregel:
a b c

sin(a)  sin(B)  sin(y)




4 Wiskundig Formularium door ir. J.C.A. Wevers

en de cosinusregel? = b? + ¢ — 2bccos(a). In elke driehoek geldt dat + 3 + v = 180°.

Verder geldt:
tan(

tan(

(a+5)) _a+tb
(a=p)) a—b

ahg = +/s(s —a)(s — b)(s — c) meth, de hoogtelijn op zijde

[SIE NI

De oppervlakte van een driehoekjigb sin(y) =
aens=i(a+b+c).

N[

1.6.2 Krommen

Cycloide: indien een cirkel met straal rolt over een lijn geldt voor de baan van een punt op de cirkel de parame-
tervergelijking:x = a(t + sin(t)), y = a(1 + cos(t)).

Epicycloide: indien een kleine cirkel met straalrolt over een grote cirkel met stra&lgeldt voor de baan van een
punt op de kleine cirkel de parametervergelijking:

x = asin (Mt> + (R+a)sin(t) , y=acos (Mt> + (R + a) cos(t)
a a

Hypocycloide: indien een kleine cirkel met straalrolt binnenin een grote cirkel met stra&lgeldt voor de baan
van een punt op de kleine cirkel de parametervergelijking:

z = asin (R; at) +(R—a)sin(t) , y=—acos (Ra_“t> + (R — a) cos(t)

Een hypocyclide meta = R heet eercardioide. In poolcdrdinaten is deze gegeven door de vergelijking:) =
2a[l — cos(p)].

1.7 \Vectoren
Hetinproductis gedefinieerd dooi - b = Z aib; = |@| - |b| cos(y)

waarbij de hoek tussed enbis. Hetuitproductis in IR? gedefinieerd door:

. ayb, —a.b, €x € €
axb= ayby — azb, =|a; ay a;

azby — ayby

oL

Verder geldt|@ x b| = |a@| - |b|sin(y), end x (b x &) = (@-&)b— (@-b)

1.8 Reeksen

1.8.1 Ontwikkelingen

Het Binomium van Newton is{a + b)" = Zn: Y kit waarin( ) = —
' B = \k ’ k) kl(n—k)!

Door de reekselfj r* enr zn: r* van elkaar af te trekken vindt men

k=0 k=0

1 —pntl

n

E A S—
1—1r

k=0
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1
1—7

[ee]
dit geeft voorir| < 1 degeometrische reek r* =
k=0

N
De rekenkundige reeks gegeven doorZ(a +nV)=a(N+1)+iN(N+1)V.
n=0

De ontwikkeling van een functie rondom het puris gegeven door déaylorreeks

x —a)? z—a)”
1) = 1@+ @~ a) 7@+ E ) o O o) 4 g
waarin de restterm gegeven is door:
Ry(h) = (1—0)"— f"*1 (6h)
en voldoet aan:
mthrl Mthrl
< Ry(h) <
(n+1)! (n+1)!
Hieruit kan men afleiden dat: -
(0%
1 _ a n
(=3 (2)
Er is af te leiden dat:
=1 2 =1 4 =1 w8
2 r e Lt 2w o
~ 2 N A S e N 0
;k =inn+1)2n+1), nz::l =15 n; —— =n(2)

> 1 1 > 77r2 1 oo > (—1)ntt oo
;4712—1’5’ ;(2 —1)2 8’ n;(zn—l)él’%’ Z(zn—l)?f:?z

1.8.2 Convergentie en divergentie van reeksen

Als Z |u,, | convergeert, convergeeyt u,, ook.

n

Als lim w, #0 d|vergeertz Uy,

n—oo
Een alternerende reeks waarvan de termen in absolute waarde monotoon tot O naderen is convergent (Leibniz).
Als fp‘x’ f(z)dz < oo dan convergeel} f,,.
n

Als u,, > 0 ¥n dan convergee®_ u,, als>_ In(u,, + 1) convergeert.
n n

. 1 n
Als u,, = ¢, 2™ geldt voor de convergentiestrgalan_ u,: — = lim {/|c,| = lim Ent1 .
n p n—oo n—oo n

= 1. :
De reeksE — is convergent alg > 1 en divergent alp < 1.

n=1 nb
Als geldt: lim Un _ = p, dan geldt: al® > 0 zijn Zun enZvn beide divergent of beide convergent, als- 0

n—00 Uy

geldt: alsz v, convergeert, an convergeel’E Up, ook

WanneerL gedefinieerd wordt doorZ, = lim 3{/|n,| 0f door: L = lim fntl

n—oo

, dan is}_ u,, divergent als

n

Un

L > 1 enconvergentalg < 1.
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1.8.3 Convergentie en divergentie van functies

f(x) is continu inz = a dan en slechts dan als de boven- en onderlimiet gelijk ztﬁg:f(x) = lwlgll f(x). Dit
wordt wel genoteerd alsf(a™) = f(a™).

Indien f(x) continu is ina en 2%2 fl(x) = 111{2 f'(z), danis f(z) differentieerbaar in: = a.

We defingéren: || f|lw := sup(|f(z)| |z € W) enarli_)ngO fn(z) = f(z). Dan geldt:{ f,,} is uniform convergent als
Jim |7 £l =0, 0f: ¥(e > 0)3(N)(n > N)fn~ fl| <.

De toets van Weierstrass: 1S ||u,,||w convergent is, dan i$ u,, uniform convergent.

50 b
We definérenS(z) = Z un(x) enF(y) = /f(:c, y)dx == F'. Dan is te bewijzen dat:
n=N @
| Stelling [ Voor [ Eisen opW | Dan geldt op W |
rijen f» continu, f is continu
{fn} uniform convergent
C reeksen | S(x) uniform convergent, S'is continu
u,, continu
integraal | f is continu Fis continu
rijen fn integreerbaar, fn is integreerbaar,
{fn} uniform convergent J f(x)dz = lim [ fodx
reeksen | S(zx) is uniform convergent, S integreerbaar Sdz = " [u,dx
uy, is integreerbaar
integraal| f is continu [ Fdy = [[ f(z,y)dzdy
rijen {fu} €CY {f/} unif. conv— ¢ | f' = ¢(z)
D reeksen | u, €C71; Y u, conv;> u/, u.c. | S'(x)=> ul,(x)
integraal | df/dy continu Fy= [ fy(z,y)dx

1.9 Producten en quoténten

Voor a, b, ¢,d € IR gelden:

De distributieve eigenschap (a + b)(c + d) = ac + ad + be + bd

De associatieve eigenscham(bc) = b(ac) = c(ab) ena(b+ ¢) = ab + ac
De commutatieve eigenschapa + b = b + a, ab = ba.

Verder geldt:
a2n _ b2n _ a2n71 N a2n*2b N a2n73b2 o4 b2n71 ’ a2n+1 — b2n+1 _ n aznikak
athbh a+b
k=0
a®+ b3

(axb)(a®>£ab+b*)=a®>+b®, (a+b)(a—0b)=a®+b%, =a® F ba + b*

a+b

1.10 Logaritmen

Definitie: log(z) = b < a® = x. Voor logaritmen met grondtal schrijft menin(x).

Rekenregels log(z™) = nlog(z), log(a) + log(b) = log(ab), log(a) — log(b) = log(a/b).
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1.11 Polynomen

Vergelijkingen van de vorm
Z akxk =0
k=0

hebbem: nulpunten die eventueel samenvallen. leder polynpam met graach > 1 heeft tenminst&en nulpunt

in C. Als allea; € IR, dan geldt: ist = p metp € € een nulpunt, dan i* ook een nulpunt. Polynomen tot
en met graad 4 zijn algemeen analytisch oplosbaar, voor polynomen metgrabdstaat geen algemeen geldige
analytische oplossing.

Voor a, b, c € IR ena # 0 geldt: de 2e graads vergelijking:2 + bz + ¢ = 0 heeft als algemene oplossing:

. —b+ Vb% — dac
o 2a

Voora, b, c,d € IR ena # 0 geldt: de 3e graads vergelijking:® + bx? + cx +d = 0 heeft als algemene analytische
oplossing:

S B 3ac — b? B i
e 902K 3a
K 3ac—1b? b V3 3ac — b?
T2= % > T 82K 34 T2 ( 982K )

i 1/3

9abc — 27da? — 26 /3 V4ac® — 202 — 18abed + 27a2d? + 4db? /

metK = +
54a3 18a2

1.12 Priemgetallen

Eenpriemgetalis een getak IN dat slechts deelbaar is door zichzelf en door 1. Er &ijrveel priemgetallen.

Bewijs: stel dat de verzameling priemgetallBreindig is, vorm dan het getal= 1+ [] p, dan geldiy = 1(p) en
peP

¢ kan dus niet als product van priemgetallenRijeschreven worden. Dit is een tegenspraak.

Indienn(x) het aantal priemgetalleq « is, dan geldt:

im M =1 en lim
z—oo x/In(x) z—00

()

dt

In(t)

=1

N— 5

Voor iedereN > 2 is er een priemgetal tusséhen2N.
De getallenF}, := 2* + 1 metk € IN heten degetallen van FermatHiertussen zitten vele priemgetallen.

De getallenM;, := 2 — 1 heten degetallen van MersenneMen stuit hierop bij het opsporen vaerfecte
getallen d.w.z. getallem € IN die tevens de som van hun verschillende delers zijngb¥. 1 + 2 + 3. Voor
k < 12000 zijn er 23 priemgetallen van Mersenne: vdoe {2,3,5,7,13,17,19,31,61,89, 107,127,521, 607,
1279, 2203, 2281, 3217, 4253, 4423, 9689, 9941, 11213}.

Om te bepalen of een gegeven getaken priemgetal is kan men met zeefmethoden werken, waarvan die van
Eratosthenes de eerst bekende is. Een snellere manier voor grote getallen zijn de 4 testen van Fermat, die welliswaar
niet bewijzen dat een getal priem is maar wel een hoge waarschijnlijkheid geven:

1. Neem de eerste 4 priemgetallén= {2,3,5, 7},
2. Neemuw(b) = b"~* mod n, voor iedere,

3. Alsw = 1 voor elkeb is n waarschijnlijk priem. Voor elke andere waarde vatis n zeker geen priemgetal.
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Kansrekening en statistiek

2.1 Combinatoriek

Het aantal mogelijkeombinatiessan k elementen uit: elementen is gegeven door

(1) = o

Het aantapermutaties/anp uit n is gegeven door

(n i!p)! =7 <Z)

Het aantal verschillende manieren amelementen iri groepen onder te brengen bij een totaal ¥arlementen is

N!
HTLZ‘!

2.2 Kansrekening

De kansP(A) dat een gebeurteni$ plaatsvindt is gedefinieerd door:

waarinn(A) het aantal keren is dat plaatsvindt em(U) het totale aantal gebeurtenissen is.

De kansP(—A) dat A nietplaatsvindt is:P(—A) =1 — P(A). De kansP(A U B) dat A en B beideplaatsvinden
is gegeven doorP(A U B) = P(A) + P(B) — P(An B). Als A en B onafhankelijk zijn, geldt:P(A N B) =
P(A)- P(B).

De kansP(A|B) dat A plaatsvindt, gegeven d& plaatsvindt, is:

P(AB) = P(ﬁ(;)&

2.3 Statistiek

2.3.1 Algemeen

Hetgemiddeld€x) van een verzameling waarden {3;) = > , ;/n. De standaarddeviatie, in de verdeling van
x IS gegeven door:

Ox =

o2,
1

Wanneer met steekproeven gewerkt wordt is de variantan de toevalsgrootte gegeven dedr=
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De covariantieo,, vanz eny is gegeven door:

-

(@i = (2))(yi — ()

n—1

i=1

O'my =

De correlatiec@fficiéntr,, vanz eny is dan:r,, = 04y /0,0y.

De standaarddeviatie in een variabg(e, y) ten gevolge van afwijkingen in de bepaaldheid:iany is:

af 2 af 2 af of
TF () = (9IUI> + (9y0y> T 5 oy
2.3.2 Verdelingen

1. De Binomiaalverdelingis de verdeling die een trekking met teruglegging beschrijft. De kans op sugees is
De kansP op k successen uit trekkingen is dan gegeven door:

n _
Pa=0=(})ota-p
De standaarddeviatie is gegeven degr= +/np(1 — p) en de verwachtingswaardeds= np.

2. De Hypergeometrische verdelings de verdeling die een trekking zonder terugleggen beschrijft waarin de
volgorde er niet toe doet. De kans épsuccessen in een trekking ult mogelijk positieve enB mogelijk
negatieve resultaten is dan gegeven door:

<A) < ’ )

k)\n—k

Pl =k = =715\
n

De verwachtingswaarde is gegeven deet nA/(A + B).

3. De Poisson verdelingontstaat uit de binomiaalverdeling wanneer— 0, n — oo, en tegelijkertijd het
productnp = A constant is.

Ta—A
Plz) = e

x!

Deze verdeling is genormeerd @: P(z)=1.

=0

4. De Normaalverdelingis een benadering van de binomiaalverdeling voor continue variabelen:

P(x):(jlgﬂe’(p<_;<x_a<x>>2>

5. De Uniforme verdeling treedt op als aselect een getajenomen wordt uit de verzameling< z < b en is
gegeven door:

1

P(z) =0 in alle andere gevallen
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6. De Gamma verdelingis gegeven door:
ma—le—z/ﬁ
peT(a)

meta > 0 en3 > 0. De verdeling heeft de volgende eigenschapgen= o3, 02 = o/3?.

als 0<y<o

{ P(z) =

7. De Beta verdelingis gegeven door:
e x)’@’l
Bla, B)

P(z) =0 elders

P(z) = als 0<z<1

en heeft de volgende eigenschappgt). = aiﬂ' o? = @ +ﬂ)2?046+ﬂ+ ok
Voor P(x?) geldt:a = V/2enp = 2.
8. De Weibull verdeling is gegeven door:
P(z) = %xa_le_””a as 0<z<ocoAaAB>0

P(z) =0 in alle andere gevallen
Het gemiddelde igz) = 5'/°T'((a + 1))

9. Bij eentweeledige verdelinggeldt:

Py (1) :/P(l’l,lﬂg)dﬂfg , Pa(x2) :/P(xl,xg)dzl

met

g(z1,22)) // 21, x9)P(x1,x2)dx1dre = ZZQP

1 X2

2.4 Regressie analyse

Wanneer er een verband tussen de grootheden y bestaat van de vorm = ax + b, en men een set; en
bijpbehorende;; gemeten heeft, geldt het volgende verband voenb (Z = (z1, x2, ..., x,) €né = (1,1,...,1)):

§—al —bee< & é>t

Hieruit volgt dat de inproducten 0 zijn:

{(ﬂf) a(Z,T) = b(e,T) =0
(7€) —a(Z,&) - b(€,€) =0

met(7,7) = Y. 22, (T,7) = 3. vy, (T,€) = Y. z; en(€,€) = n. Hieruit volgena enb.
% A i

Dit geldt ook voor hogere orde polynoom fits: voor een 2e orde fit geldt:

-
—

7 —ax? —bi — c€ €< 22, 7,8 >+

meta? = (22, ...,22).

*) n

De correlatie cafficiéntr is een maat voor hoe goed een fit is. Bij lineaire regressie is ze gegeven door:

ny xy—3 Ty y
Ve — () (n )y y? - (X v)?)
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Analyse

3.1 Integraalrekening

3.1.1 Rekenregels

De primitieve functieF'(z) van f(z) voldoet aan:F’(z) = f(x). Met F'(z) de primitieve vanf(z) geldt voor de
bepaalde integraal

Als v = f(z) geldt:

b f(b)
/ o(f (@)df () = / o(u)du
a f(a)

Partiéel integreren metF’ enG de primitieven vary resp.g geldt:

/f(x) cg(x)dr = f(2)G(z) — /G(x) df () g

dx
Afgeleide onder het integraalteken brengen &aetig 1.8./00r de eisen wanneer dit kan):

z=h(y)
_ Of(x,y) dg(y) dh(y)
- /( s —_/() o lhda = fa). ) G + 1)) T2

3.1.2 Lengten, opperviakten en volumen

De lengtef van een krommeg(x) is gegeven door:

f—/\/ (%)«
(0)s
0= [ Fas= [ F)i)

po 4T Ty
ds  |Z(t)]

/ (,)ds = / (7, (t))dt = /(vldz + vady + v3dz)

De oppervlakted van een omwentelingslichaam is:

T

11

De lengtel van een parameterkromni& z(

met
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Het volumel” van een omwentelingslichaam is:

V:W/fQ(x)dx

3.1.3 Breuksplitsen

ledere rationele functi®€(z)/Q(x) met P en@ polynomen is te schrijven als een lineaire combinatie van functies
van de gedaanter — a)* metk € Z, en van functies van de gedaante

__prta
(= aP+ 2y

metb > 0 enn € IN. Dus:

Recurrente betrekking: voar # 0 geldt:

/ dz _ 1 x n 2n —1 / dz
(x2 4+ 1)+ 2n (22 + 1)m 2n (z2+1)»

3.1.4 Speciale functies

Elliptische functies

Elliptische functies zijn als volgt als reeks te schrijven:

1.2 _ . n_]' " 2n .2
1 — k2sin’(z) = Z 2n i 2n—1)k sin“"(x)
n=1
1  (2n — 1)
=1+ Z ( n2 ”) E*" sin®" ()
1 — k2sin’(x) n=1 (2n)!

metn!! = n(n — 2)!.

De Gamma functie

De gammafuncti€'(y) is gedefinieerd door:

oo

I(y) = /e*I:cy*ldx

0
Ergeldt:T'(y + 1) = yI'(y) = y!. Op deze manier zijn faculteiten voor niet-gehele getallen te &eéni Verder is
af te leiden dat

L(n+1)= g@n — 1)l en TM(y) = /e_g”acy_1 In"(z)dx
0
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De Beta functie

De betafunctied(p, q) is gedefinieerd door:

1
Bp.a)= [ (1 —2) de
/

metp eng > 0. Tussen de beta- en gammafunctie geldt het volgende verband:

L(p)L'(q)

B(p,q) = T+ )

De Delta functie
De delta functiej(z) is een oneindig dunne piekfunctie met opperviakte 1. Ze is te definials:

0(x) = lim P(e,z) met P(e,z) =

e—0

{ 0 voor|z| > ¢

1
— voor|z| <e
5 ]

Enkele eigenschappen zijn:

/Oo §(z)de =1, 7 F(z)6(x)dx = F(0)

3.1.5 Goniometrische integralen

Voor het oplossen van goniometrische integralen is het vaak nuttig te wisselen van variabele. Als men stelt dat
tan(iz) := ¢ geldt:

2dt 11—t 2t
= m , COS(LE) = m s bln(ﬂ?) = m

ledere integraal van het typeR(z, vaz? + bz + c)dz is te herleiden tot de types die izectieehandeld
zijn. Na herleiding substitueert men in:

/R(az,\/x2+1)dx ¢z =tan(yp) ,dx = de of Va?+1l=t+=z

cos()

/R(a:, V1—22)dz : xz=sin(p),dx =cos(p)dp of V1—22=1—tx

1 .
/R(Jc, 22 =1)de : x= ydr = sin(p) dp of Va2 —1=x—1t
cos(¢p) cos?(y)

dx

De volgende bepaalde integralen zijn eenvoudig op te lossen:

/2

/ cos™(z) sin™ (z)dx =

0

(n—D!(m -1 7/2 alsm enn beide even zijn
(m +n)!! 1 inalle andere gevallen

Enkele belangrijke integralen zijn:

(oo} oo

/ xdr w2 / x2dz 77r2 /x3dx 77r4
e +1 1242’ (er+1)2 3 7 Jer+1 15
0

0 —o0




14 Wiskundig Formularium door ir. J.C.A. Wevers

3.2 Functies met meer variabelen

3.2.1 Afgeleiden

De partiéle afgeleidenaarz van een functief (z, y) is gedefinieerd door:

(3f> ~ lim f(xo+ h,yo) — f(wo, o)

oz h—0 h
Derichtingsafgeleidén richting « is gedefinieerd door:

% _ lrlﬁ)l f(zo + 7cos(a),yo trsin(a)) — f(x0,%0) = (V,(sina, cosa)) = V|J;|6

Wanneer men overgaat op anderérctinatenf (z(u, v), y(u,v)) geldt:

of _9f v, 05 0y
du Oz du Oyou
Als z(t) eny(t) van maagén parameter afhangen geldt:
of _0fde  0fdy
ot Oz dt Oy dt
Detotale differentiaaldf van een functie met 3 variabelen is gegeven door:

o+ Py % a

i = ay "’ " 9z

Dus
ﬁ of L of of dy L of af dz
dr Oz Oydxr 0z dx

De raaklijn in het puntz, aan het oppervlaf(z,y) = 0 heeft als vergelijking:
fo(Zo)(z — w0) + fy(Z0)(y — yo) = 0.
Hetraakvlakin 7 is gegeven doorf, (Zo)(z — zo) + fy(Zo)(y — yo) = z — f(Zo).

3.2.2 Taylorreeksen

Men kan een functie van 2 variabelen als volgt in een Taylorreeks ontwikkelen:

n

ot +4) =3 i (1 + s ) F0,0) + R0)

metR(n) de restfout en
(9p ap _ U p mip.p—m apf(a’7 b)

3.2.3 Extrema

Indien f continu is op een compacte rabdheeft f een globaal maximum en een globaal minimum op deze rand.
Een rand is compact als hij begrensd en gesloten is.

Kandidaten voor extrema vaf{z, y) op een rand’ € IR? zijn:

1. Punten o/ waar f(z, y) niet differentieerbaar is,
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2. Punten waa¥ f = 0,

3. Indien de rand’ gegeven is doop(z, y) = 0 zijn alle punten waakK f(z,y) + AV¢(z,y) = 0 kandidaten
voor extrema. Dit is de multiplicatoren methode van Lagrangs,een multiplicator.

In IR? geldt dat, indien het te onderzoeken gebied begrensd is door een coripauiet V' gedefinieerd door
o1(w,y,2) = 0enyy(r,y, z) = 0, voor extrema varf (z, y, z) hetzelfde als ogk? m.b.t. punt (1) en (2). Punt (3)
wordt als volgt herschreven: potegig extra zijn punten wadr f (z,y, z) + A1 Vi (2, y, 2) + AaVa(z,y, 2) = 0.

3.2.4 DeV-operator

In cartesische dirdinaten(zx, y, z) geldt:

ﬁ — 2" + g" + 2"
N 5‘:1:630 5‘yey 3262
_of, of,  of,
gradf = 6xegc—i— 8yey+ 5‘zez
. Oag  Oay  Oa,
diva = or ' dy = 0z
ot i — aazi%ng 5‘%78(12 & %78%
N y 0z ) " 0z ox )Y ox dy
2 2 2
R Y

In cylindercdrdinaten(r, ¢, z) geldt:

v = 254125, 9,
or " rop ¥ 0z 7
_ o of. 1of . Of
gradf = 6rer—|— r@gpe@—’_ 8262
da a 10a da
divg = T Ir Ly 27T d
va or + ror dyp + 0z
te - laaz_% - aar_aaz o %_Fai_}{)ar
e = r 0p 92 )" 0z ar ) ¢ or T
2 2 2
vy oL O 100 12 P
or2  ror  r20p? 022
In bolcodrdinaten(r, 8, ¢) geldt:
v - 9g410,, L 9,
T oo " T roe? rsinf dp 7
of ., 10f, 1 of,
df = —é +-= —
gradf 87"6 +r8969 TSiHQ@@%
L Oa, 2a, 10ay ag 1 Oa,
divd = or + r r 00  rtanf rsinf Jy
L 1 day, ag 1 Oag) . 1 da, Oay,
rova = (r 00 +rtan9 rsind 8g0>e (rsin@ Oy or
Oag ayg 10a,)\ _
(aﬁr‘r ae)e*"
O*f 20f 109%f 1 of 1 0%f
2 —_— —_— —_—— [ —— —_ —_—
vy or? t7 or t 06? T tan0 90 r2sin’ f Op?

r&p)ez
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Algemene kromlijnige orthonormale éadinaten(u, v, w) kunnen uit cartesische éadinaten verkregen worden
door de transformati€ = Z(u, v, w). Dan worden de eenheidsvectoren gegeven door:

waarin de factoreh; zorgen voor de normering op lengte 1. De differentiaaloperatoren worden dan gegeven door:

10f, 18fq 10f

d = 735 €u €y T A CEw
gra f h1 (9’666 t hg 81) * h3 8w€
oo 1 0 0 0
diva = h hohs (a (h2h3au) BN (h3h1av) + w0 (h1h2aw)>
S 1 a(hgaw) 8(h2av) N 1 8(h1au) (’)(hgaw) 5
rota = hghg ( ov ow Cut hghl ow ou e+
1 d(h2ay)  O(hiaw) s
h1h2 ou ov v
1 0 (hohs Of hshi Of hihg 0f
2, O [ hahg 3h1
v f o h1h2h3 [au ( h1 au) o ov ( hg (%) *ow ow ( h3 8w
Enkele eigenschappen van ¥eoperator zijn:
div(¢?) = ¢divi 4 grad¢ - ¥ rot (@) = ¢rott + (gradg) x ¥ rot gradg = 0
div(@ x ¥) = ¥+ (vot@) — i - (rot¥)  rot rot¥ = grad divi — V2 div rotd =0
div grad¢ = V2¢ V25 = (V2u1, VZug, V2u3)

Hierin is v een willekeurig vectorveld e een willekeurig scalarveld.

3.2.5 Integraalstellingen

Enkele belangrijke integraalstellingen zijn:
Gauss: #(ﬁ f)d*A = ///(divﬁ)d?’v
Stokes voor een scalarveld?{(gb - €y)ds = //(ﬁ x grade)d? A

Stokes voor een vectorvelt?{ (V- é)ds = // rot? - ii)d

dit geeft: #(rot6~ A)d*A =0

Ostrogradsky: #(ﬁ x T)d*A = ///(rotﬁ)d?’A
Gomaa— [[[ oy

Hierin wordt het orénteerbare oppervlak/ d? A begrensd door de Jordankroms(e).

3.2.6 Meervoudige integralen

Als A een gesloten kromme is die gegeven wordt dpr, y) = 0 wordt het oppervliakd binnen de kromme in

IR? gegeven door
A://dQA:/ dzdy
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Aanname: het oppervliakk wordt gedefinieerd door de functie= f(x,y). Het volumeV tussenA en hetry vlak

wordt dan gegeven door:
V= [[ f.)dady

Het volume binnen een gesloten oppervlak dat gedefinieerd is:deof (x, y) is gegeven door:

V:// dBV://f(x,y)dxdyz// dxdydz

3.2.7 Cadrdinatentransformaties

De uitdrukkingend®> A end®V transformeren als volgt wanneer men overgaat dpdioateni = (u, v, w) via de
transformatier (u, v, w):

V= ///fxy, dxdydz—// f(@(w)) —dudvdw
In IR? geldt:
@’_ LTy Ty
oi | Yu Yo

Als het oppervlak4 gegeven is doot = F'(z,y) = X (u,v) is het volume tussen hey vlak en F' gegeven door:
[ st [ rewn|Ge <5

3.3 Orthogonaliteit van functies

dudvf//fxy, (z,9)) \/1+5‘ F2 + 0, F?dzdy

Het inproduct van twee functie§z) eng(z) op het intervala, b] is gegeven door:

b

(f.9) = / f(2)g(z)dx

a
of, als men een gewichtsfuncti¢z) hanteert door:

b

(f.9) = / p(2) f (2)g(x)da

a

Denorm || f|| volgt dan uit:|| f||* = (f, f). Een set functieg; is orthonormaalals geldt:(f;, f;) = d;;.

Elke functief(x) is te schrijven als een som van orthogonale functies:

x) = Z ¢igi(x)

end_ c? < ||f||?. Als de sety; orthogonaal is volgt:

fa i
(giagi)

C; =
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3.4 Fourier reeksen

Elke functie is te schrijven als een som van onafhankelijke basisfuncties. Indien men voor de orthogonale basis
(cos(nx),sin(nx)) kiest spreekt men van een Fourier reeks.

Een periodieke functi¢ (x) met periodeL is te schrijven als:

fl@)=ao+ i [an coS (?) + by, sin (?)}
n=1

Voor de c@fficienten volgt dan vanwege de orthogonaliteit:

L B .
ao:% f(t)dt , an:l/f(t)cos (ani) dt | bn:%/f(t)sin (n;rt) i@t
—L

Men kan een Fourier reeks ook schrijven als een som van complexe e-machten:

f(l'): Z cneinm

n=—oo

h

met

1 r i
Cn = %/f(m)e_””dm

De Fouriertransformatievan een functigf () levert een getransformeerde funcfiev) op:

3

A 1

flw) = \/7—71 f(x)e ™ da

8

De inverse transformatie is gegeven door:

[F*) + fa)] = ——

flw)e™®dw
2m

\8

N =

8

waarinf(z*) en f(z~) gedefinieerd zijn door de onder- en bovenlimiet:

fa™) =lm f(z) . f(a*) =lim f(2)

Tla

Voor continue functies geldt ddt[f(z) + f(z7)] = f(x).
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Differentiaalvergelijkingen

4.1 Lineaire differentiaalvergelijkingen

4.1.1 Eerste orde lineaire DV

De algemene oplossing van een lineaire differentiaalvergelijking is gegeverydoer yy + yp, Waarinyy de
oplossing van daomogene vergelijking enyp eenparticuliere oplossing

Een differentiaalvergelijking van de eerste orde is gegeven dgds:) + a(z)y(x) = b(x). De bijbehorende
homogene vergelijking ig'(x) + a(x)y(z) = 0.

De oplossing van de homogene vergelijking is gegeven door
yu = kexp (/ a(x)dx)

Substitutie varxp(Ax) in de homogene vergelijking leidt tot #arakteristieke vergelijking+a =0 = A = —a.

Stel data(z) = a =constant.

Stel dath(z) = aexp(ux). Dan zijn er twee gevallen:
1. )\ # p: een particuliere oplossing igp = exp(ux)

2. X\ = u: een particuliere oplossing igp = = exp(ux)
Bij oplossing doowariatie van constantstelt men:yp (x) = yu(x) f(z), en lost hieruitf (x) op.

4.1.2 Tweede orde lineaire DV

Een differentiaalvergelijking van de tweede orde met constaréfficiénten is gegeven doog (z) + ay’(z) +
by(z) = ¢(x). Indienc(z) = ¢ =constant bestaat er een particuliere oplosging- c/b.

Substitutie vary = exp(\r) leidt tot de karakteristieke vergelijking® + a\ + b = 0.

Er zijn nu 2 mogelijkheden:
1. A\ # Ag:danisyg = aexp(Aiz) + Sexp(Aaz).
2. A1 = X = Xidanisyy = (a + fz) exp(Az).

Als ¢(z) = p(z) exp(ux) metp(x) een polynoom is zijn er 3 mogelijkheden:
1. A1, A2 # pt yp = q(x) exp(px).
2. A1 =y A # i yp = xq(w) exp(p).
3.\ =Xy = w yp = 22q(x) exp(ux).

waaring(z) een polynoom van dezelfde graad is @(s).

Als gegeven isy” (z) + w?y(z) = wf(z) eny(0) = y'(0) = 0 volgt: y(z) = [ f(z)sin(w(z — t))dt.

Ot—xy

19
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4.1.3 De Wronskiaan

We gaan uit van de LDV (z) + p(x)y'(z) + ¢(x)y(z) = 0 en de twee beginvoorwaardefiz,) = K, en
y'(z9) = K;. Als p(x) eng(x) continu zijn op het open intervdlis er een unieke oplossingx) op dit interval.

De algemene oplossing is dan te schrijvendls) = c1y1(x) + caya2(z) €ny; enys zijn lineair onafhankelijk. Dit
zijn tevensalle oplossingen van de LDV.

De Wronskiaans gedefinieerd als:

= y1Ys — Y2

Y1 Y2
W =
(1,42) ‘yi Yh

y1 enys zijn lineair afhankelijk dan en slechts dan als op inteival:, € I zodanig dat geldt:
W (y1(0),y2(z0)) = 0.

4.1.4 Machtreekssubstitutie

Wanneer in de LDV met constantegfticienteny” (x) + py’ () + qy(z) = 0 de reekgy = > a,x™ ingevuld wordt
geeft dit:

Z [n(n — 1)an:c"*2 + pnapz™ !+ qanx"] =0

n

Gelijkstellen van gelijke machten vanlevert:
(n+2)(n+ Dapsz +p(n+ Daps1 + ga, =0

Dit geeft een algemeen verband tussen ddfaenten. Speciale gevallen zijn= 0, 1, 2.

4.2 Enkele speciale gevallen

42.1 De methode van Frobenius
Gegeven de LDV

Py(z)  bx)dy(z)  c(z) _
dx? * r dr + x2 y(z) =0

metb(x) enc(x) analytisch opr = 0. Deze heeft ten mins&&n oplossing van de vorm:
yi(z) = 2™ Z anz” meti=1,2
n=0

met r reéel of complex en zodanig gekozen dgt # 0. Waneer web(x) en c¢(x) dan als volgt expanderen:
b(z) = by + bix + bea® + ... enc(x) = co + c17 + cax? + ... volgt voorr:
%+ (bg— 1)r+co =0
Er kunnen zich nu 3 gevallen voordoen:
1. ry =ro:danisy(z) = y1(z) In|z| + y2 ().

2. ry —rg € IN: danisy(x) = ky; (z) In|z| + y2(2).

3. m —ro £ Z:danisy(z) = y1(z) + yo(x).
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4.2.2 Euler

Gegeven de LDV
dy(x) dy(z)
2
da2 + az . +by(z) =0
Substitutie vary(x) = 2" geeft een vergelijking voor: 2 + (a — 1)r + b = 0. Hieruit volgen twee oplossingen
r1 enrq. Er zijn nu 2 mogelijkheden:

1.n 7& 9! dan |Sy($) = Clxrl 4+ Chx™
2. 1y =rg =r:danisy(z) = (Cy In(x) + Co)a”

4.2.3 De DV van Legendre
Gegeven de LDV

d*y(z) dy(z)
— 2 j—
(1—z%) In2 2x ir
De oplossingen van deze vergelijking worden gegeven giadr= a P, (x)+by2(x) waarin deLegendre polynomen
P(z) gedefinieerd worden door:
n _ p2\n
Po(a) = ((133)>

dxm 2nn!

+n(n—1y(x)=0

Hiervoor geldt:|| P,||?> = 2/(2n + 1).

4.2.4 De geassocieerde Legendre vergelijking

Deze vergelijking volgt uit he® afhankelijke deel van de golfvergelijking?¥ = 0 door te substituerent =
cos(6). Dan volgt:
d

- (( e f)) LIC( - &) —m?P(E) = 0

Er bestaan alleen reguliere oplossingentals /(I 4+ 1). Deze hebben de vorm:

dé‘\m| - 2] d€\7n|+l

Pinle) = (1 @y d™PE) _ (- amt

voor |m| > Lis P™!(¢) = 0. Enkele eigenschappen v (¢) zijn:

1
/1 €)PY(€)dE =

Dit polynoom is te schrijven als:

1
_c 5, § PY( - -
2l+1 o A JI—2et+ 12

mH

/ (€4 &2 —1cos(f
0

4.2.5 Oplossingen van de Besselvergelijking

Gegeven de LDV

Py(z dy(x
v’ dyx(2)+x %;)4‘(332—”2)2/(%):0

ook wel deBesselvergelijkingenoemd, en de Besselfuncties van de eerste soort

J (x) _ g i (_1)mx2m
v — 22 tvmil (v +m + 1)
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voorv := n € IN wordt dit:

o & (_1)mw2m
Jn(l’) =T ZO 22m+nm!(n + m)l

Als v # 7 is de oplossing gegeven dogfz) = aJ,(z) + bJ_,(z). Maar omdat voon. € Z geldt: J_,(z) =
(=1)™J,(x), geldt dit niet voor gehele getallen. De algemene oplossing van de Besselvergelijkifig) is=
aJ,(z) 4+ bY, (x) waarinY, Besselfuncties van de tweede saijr:

ahlen ) g 1 oy

Y, (x) =

De vergelijkingz2y” () + xy'(z) — (2* + v?)y(z) = 0 heeft als oplossingen gemodificeerde Besselfuncties van
de eerste sootf, (x) = i~ J,(iz), en oplossingek, = w[I_,(z) — I, (x)]/[2sin(v)].

Soms is het handig de oplossingen van de Besselvergelijking te schrijven in termen van de Hankelfuncties
HV (x) = Jo(2) +iYn(x) , H(2) = Jo(z) - iVa(2)
4.2.6 Eigenschappen van Besselfuncties

Besselfuncties zijn orthogonaal wanngér) = x als normeringsfunctie gebruikt wordt.

J_n(z) = (=1)"J,(x). De Neumann functied’,, (z) zijn gedefinieerd als:

1

1 oo
Ny (z) = %Jm(as) In(x) + o E "
n=0

Er geldt: lim J,,,(z) = 2™, lim N,,(x) = 2~ voorm # 0, lim Ny(z) = In(z).
z—0 z—0 z—0

) eiikreiwt ) 9 ) 2 )
lim H(r) = — lim J,(z) =4/ —cos(x —x,) , lm J_,(z)=1/—sin(z —z,)
r—o0 r T—00 T T—00 T

).

DO

metz, = ix(n+

2n dJn(x)

Iny1(z) + Jp-1(z) = ?Jn(x) s Int1(®) = Jnoa(w) = _2T

Verder gelden de integraalbetrekkingen

T

Im(x) = % /exp[i(m sin(f) — m#)]dl = %/cos(m sin(6) — mb)do
0 0

4.2.7 Laguerre

Gegeven de LDV

d*y(x)
dx?

Oplossingen hiervan zijn de Laguerre polynonigy{x):

Ln(z) = %d% (z"e ") = f: (—WB’” (:@) L

m=0

x +(1-2) dy () +ny(z) =0

dz
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4.2.8 De geassocieerde Laguerre vergelijking
Gegeven de LDV

dx? dx T

Oplossingen hiervan zijn de geassocieerde Laguerre polyndifién):

Py(a) | (m:1 - 1) dy(a) , <n+ %<m+l>> y(z) =0

(-n)™mn! . dv™
Lm — xT m xT . n
n (33) (TL — m)|e T dxn—m (e € )

429 Hermite

De differentiaalvergelijkingen van Hermite zijn:

d*H,, () _q dH,,(x) d*He,, () __dHe, ()
dx? - dx? >

De oplossingen hiervan zijn de Hermite polynomen, die worden gegeven door:

Hy(2) = (—1)" exp (;ﬁ) %;%IQ))

+2nH,(z) =0 en

= 2"/2He, (2V/2)

d" (exp(—2?))
dxm™

He, () = (—1)"(exp (z?) =27"/2H,,(z/V2)

4.2.10 Chebyshev

De LDV
d?U,(z) 3 AUy, (x)

— 2 J—
(I —2%) dx? v dx

+n(n+2)U,(z) =0

heeft oplossingen
sin[(n + 1) arccos(z)]

Uno) ===
De LDV P2 p
T (x T (x
(1— 2% dx2( ) —x d; ) +n*T,(z) =0

heeft oplossingeff), (x) = cos(n arccos(z)).

4211 Weber

+ nHe,(z) =0

De LDV W)/ (z) + (n + 3 — 12?)W,(z) = 0 heeft oplossingen?,, (z) = He,, (z) exp(—32?).

4.3 Niet-lineaire differentiaalvergelijkingen

Enkele niet-lineaire differentiaalvergelijkingen en een oplossing zijn:

"= av/y? + b? y = bsinh(a(z — z9))
"= av/y? — b? y = beosh(a(z — x9))

=a/b% —y? y = beos(a(x — xp))

( ) y = btan(a(x — x0))
=a(y? — b?) y = beoth(a(z — xp))
=a(b? — y?) y = btanh(a(z — x¢))

' b—y B b
A YTIy Cbhexp(—azx)




24 Wiskundig Formularium door ir. J.C.A. Wevers

4.4 Sturm-Liouville vergelijkingen

Sturm-Liouville vergelijkingen zijn 2e orde LDV’s van de vorm:

i <p<x> dﬂf)) +ale)y(e) = m(z)y()

De randvoorwaarden worden zodanig gekozen dat de operator

i () + e

Hermitisch is. Van de normeringsfunctie(x) wordt getist dat

L=

b
/ m(@)ys(@)y; (2)de = 5,

Als y;(x) enys(z) twee lineair onafhankelijke oplossingen zijn kan men de Wronskiaan in de volgende vorm
schrijven:

Yo Y2 | _ L

vi Y2 | px)

met C' een constante. Door overgang naar een andere afhankelijke varidb¢ldie gegeven is dooru(z) =
y(z)+/p(z) gaat de LDV over in deormaalvorm

Pulw) o L1 P@Y 156 ew) = mi)
ggz T (@u(z) =0 met Iz) (p@c)) 2 () o)

4
Als I(z) > 0isy”/y < 0 en heeft de oplossing een oscillatoir gedrag,/dls) < 0 is y”/y > 0 en heeft de
oplossing een exponentieel gedrag.

W(ylayQ) =

4.5 Lineaire partiéle differentiaalvergelijkingen

45.1 Algemeen

De normale afgeleidés gedefinieerd door:

9u _ (Vu, @)

on ’
Een veel gebruikte oplossingsmethode voor PDV'sdseiding van variabelermen neemt aan dat de oplossing
u(x,t) geschreven kan worden algz,t) = X (x)T'(¢t). Uit substitutie volgen dan gewone DV’s vodf(x) en

T(t).

4.5.2 Bijzondere gevallen
De golfvergelijking
De golfvergelijkingin 1 dimensie is gegeven door
Pu ,0%
o2 =~ 022
Als beginvoorwaarde geldi(z,0) = ¢(x) endu(z,0)/0t = ¥(z). Dan is de algemene oplossing gegeven door:

x+ct

(oot et) + (-t + 5 [ W@

r—ct

|~

u(z,t) =
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De diffusievergelijking

De diffusievergelijkings:

ou 9
De oplossingen hiervan zijn uit te drukken met de propagatdtén «’,t). Deze hebben de eigenschap dat
P(z,2',0) = §(x — 2’). In 1 dimensie geldt:

1 —(z — m’)2>
P(z,z',t) = ex
( ) 2V/nDt P ( 4Dt

In 3 dimensies geldt:

L (& — )2
Pla.at) = sepmare P\~ am

Met beginvoorwaarde(z,0) = f(z) is de oplossing:

u(z,t) /f P(x, 2 t)dx’

De oplossing van de vergelijking
ou 0%u

5t~ Doz =90

u(z, t) = /dt'/dx’g(x’7t’)P(x,x',t—t’)

is gegeven door

De vergelijking van Helmholtz

De vergelijking van Helmholtz verkrijgt men door substitutie va@, t) = v(Z) exp(iwt) in de golfvergelijking.
Dit geeft vooru:

V20(7,w) + k?v(Z,w) =0
Dit geeft als oplossingen voar.

1. In cartesische d@dinaten: substitutie van= A exp(ik - ') geeft:

o(T) :/---/A(k)e“?fdk

met de integralen over? = k2.

2. In poolca@rdinaten:

U(T, QD) = Z (Ame(k‘r) + BmNm(kJT»e“m‘D

m=0

3. In bolcdrdinaten:

Y(0,¢)
Jr

0o l
v(r,0,0) =3 " [Aun iy 1 (kr) + BunJ s (kr)]

=0 m=-1
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4.5.3 Potentiaaltheorie en de stelling van Green

Onderwerp van de potentiaaltheorie vormenRiésson vergelijkingv?u = — f(#) met f een gegeven functie,
en deLaplace vergelijkingv?u = 0. De oplossingen hiervan zijn vaak te interpreteren als een potentiaal. De
oplossingen van de Laplace vergelijking wordemmonische functiegenoemd.

Wanneer een vectorveltigegeven is doof = grady volgt:

In dit geval bestaan er functigsen«w zodanig dat’ = gradp + rot.

De veldlijnenvan het veld’(%) volgen uit:
Z(t) = \(Z)

///[uv% + (Vu, Vo)|d3V = 5[]@ u%dzA
g

S

De eerste identiteit van Green:

Detweede identiteit van Greas:

ov ou
2, 21731 — _ 2
///[UVU vV u}dV#(uan U@n)dA
g S

Een harmonische functie die 0 is op de rand van een gebied is 0 binnen dat gebied. Een harmonische functie waarvan
de normaalafgeleide 0 is op de rand van een gebied is constant binnen dat gebied.

Het Dirichlet probleemis:

V2u(#)=—f(Z) , T€ R, u(¥) = g(¥) vooralle ¥ € S.
De oplossing hiervan is eenduidig.
HetNeumann probleens:

ou(Z)
on

De oplossing van het Neumann probleem is eenduidig op een constante na. De oplossing bestaat als:

/R//f(f)d3v ?{h(f)dQA

Eenfundamentele oplossingn de Laplace vergelijking voldoet aan:

Viu(z)=—f(¥), TER , = h(Z) vooralle ¥ € S.

V2u(7) = —6(7)

De oplossing in 2 dimensies hiervan is in podiotinaten:

De oplossing in 3 dimensies is in botimalinaten:
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De vergelijkingV2v = —4(Z — £ ) heeft als oplossing

1
W(F) = ———
|z — €|

Na substitutie hiervan in de 2e identiteit van Green en toepassing van de zeefeigenschap fuarctie volgt de
3e identiteit van Green:

- 1 Vu o 1 10u 0 (1 2
€= [l v f 1o v (7)) 4
R S

De Greense functi&/(Z, ¢ ) is gedefinieerd doorv2@G = —§(Z — £), en op randS is G(Z,£) = 0. Dan isG te
schrijven als:
1

m+g($7§)

G(#,€) =

Danisg(Z, {) een oplossing van het Dirichlet probleem. De oplossing van de Poisson vergefijking: — (')
als op randS geldt: u(#) = g(Z), is dan:

u&) = [[f cwrs@av—of g(f)‘”éigdu
R S
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Lineaire algebra en analyse

5.1 Vectorruimten

g is een groep voor de operatigals:
1. Va,b € G = a®b € G: een groep igesloten
2. (a®b)®c=a® (bR c): een groep igssociatief
3. Je € G zodanig datt ® e = e ® a = a: er bestaat eeeenheidselement
4. Ya € GJa € G zodanig datt ® @ = e: elk element heeft eenverse

Als
506a®b=0b®a

is de groep Abels of commutatief. Vectorruimten vormen een Abelse groep voor de optelling en vermenigvuldiging:
1-d=d, \Npa) = (A)d, (A + p)(@+b) = Xd + Ab + pd + pb.

W is eenlineaire deelruimteals Vi, we € W geldt: Mty + pwy € W,

W is eeninvariante deelruimteanV' voor de afbeelding! alsVw € W geldt: Aw € W.

5.2 Basis

Voor een orthogonale basis geldg;, ¢;) = cd;;. Voor een orthonormale basis geldg;, €;) = d;;.

De set vectoreKid,, } is onafhankelijk als:

D N =0 & Y\ =0
De set{d, } is een basis als ze 1. onafhankelijk zijn, ed2=< d;, a3, ... >=>_ \;d;.

5.3 Matrices

5.3.1 Basisbewerkingen

Voor de matrixvermenigvuldiging van matricés= a;; en B = by, geldt: met” de rijindex en de kolomindex:

At gk = 07 (AB)y = Y by
k

met” het aantal rijen efi het aantal kolommen.

De getransponeerdean A is gedefinieerd dooru]; = a;;. Hiervoor geldt da{AB)" = BT AT, en(AT)~! =
(A~1HT. Voor deinverse matrixgeldt: (A - B)~! = B~!. A~L. De inverse matrixA~! heeft de eigenschap dat
A - A~! = II en kan gevonden worden door vegéH; ;| II) ~ (H\Ai_jl).

28
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De inverse van eeh x 2 matrix is:

a b\ ' 1 d —b
c d Cad—bc\ —¢ a
De determinant functid> = det(A) is gedefinieerd door:

det(A) = D(a*h 6*27 L) 6*n)

Voor de determinandet(A) van een matrix4 geldt: det(AB) = det(A) - det(B). Een2 x 2 matrix heeft als

determinant:
det( a b ) — ad — cb
c d

De afgeleide van een matrix is een matrix met de afgeleiden vanadio@anten:
dA  da;; dAB dA dB
_ en _

@@ " a Patta
De afgeleide van de determinant is gegeven door:
ddet(A) o dal N 5 d(ig N - dan
— = (E’ oy @) + D(dy, = vy @n) + ... + D(dy, ..., W)

Wanneer men de rijen van een matrix als vectoren beschouwdijei@ngvan deze matrix het aantal onathankeli-
jke vectoren in deze set. Idem voorkidommenrangVoor elke matrix is de rijenrang gelijk aan de kolommenrang.

LaatAd : V — V de complexe uitbreiding zijn van deéle lineaire afbeeldingl : V' — V' in een eindig dimen-
sionaleV'. Dan hebbem en A dezelfde karakteristieke vergelijking.

Als A;; € IR en alsv; + iv3 een eigenvector vad is bij eigenwaarde. = A\; + i), dan geldt:
1. AV = M0 — AUz enAty = Aoy + A1 s.
2. U* =¥ — iU een eigenwaarde bi* = \; — i)s.
3. Het lineaire opspansel ¥, > > is een invariante deelruimte vah
Als k,, de kolommen vant zijn is de beeldruimte varl gegeven door:
R(A) =< A&y, ..., Aé, >=<ky,....ky >

Als de kolommer,, van eem x m matrix A onafhankelijk zijn, dan is de nulruimt&’(A) = {0}.

5.3.2 Matrixvergelijkingen

We gaan uit van de vergelijking .
A-Z=b

metb # 0. Als det(A) = 0 is de enige oplossing hiervan Als det(A) # 0 is er preciegén oplossing 0.
De vergelijking

=1

A F=

heeft preciegén oplossing# 0 alsdet(A) = 0, en alsdet(A) # 0 is de oplossing.

~—

De regel van Cramer voor de oplossingen van stelsels vergelijkingen luidt: als de vergelijking te schrijven is als
A Z=b=dix1+ ...+ dntn =b

dan isz; gegeven door:
D(@,...,8j-1,0,8j41, ., an)
det(A)

xj:
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5.4 Lineaire afbeeldingen

Een afbeeldingd is lineair als geldtA(\Z + 37) = AAZ + 3A7.

Enkele lineaire afbeeldingen zijn:

[ Soort afbeelding | Formule |
Projectie op de lijn< @ > P(#)=(a,z)a/(a,a)
Projectie op het vlakd, ) =0 Q) =2— P(¥)
Spiegeling in de lijn< @ > S(Z)=2P(%) -2
Spiegeling in het vlaka, #) = 0 T(Z)=2Q(Z)—-T=%—2P(%)

Voor een projectie geldtt — Py (Z) L Pw (Z) enPw (Z) € W.
Als voor een afbeeldingl geldt: (AZ, ) = (&, Ay) = (AZ, Ay) dan isA een projectie.
Zij A: W — W een lineaire afbeelding; we defamen:

e Als S een deelverzameling vanis: A(S) := {AZ € W|Z € S}

e Als T een deelverzameling vai is: A= (T) :={Z € VIA(Z) € T}

Dan isA(S) een lineaire deelruimte vafi’ en deinverse afbeeldingl — (7") een lineaire deelruimte van. Hieruit
volgt datA(V') debeeldruimtevan A is, notatieR(A). A~ (0) = Ey is een lineaire deelruimte i, denulruimte
van A, notatie: ' (A). Er geldt dat:

dim(N(A)) + dim(R(A)) = dim(V)

5.5 Vlakenlin

De vergelijking van een lijn door de punté’renl; is:

De vergelijking van een vlak is:
T=a+ANb—a)+pul@—a) =ad+ \FL + pi
Indien dit een vlak inR? is, is denormaalop dit viak gegeven door:

771 XFQ

ﬁ =
v |F1 X FQ|

Men kan een lijn ook voorstellen door de punten die voldoen aan de vergelijking lijiy ) + b = 0 en vlak V:
(@, %) + k = 0. De normaal op V is dari/|a.

De afstandi tussen 2 puntefienq'is gegeven dood(p, ) = ||p

q —q|-
In IR? geldt: De afstand van een pyptot de lijn (@, 7) + b = 0 is:

q a,p
. = 1EEE

Dit is te veralgemeniseren vod@R™ enC" (stelling van Hesse).
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5.6 Cardinatentransformaties
De lineaire afbeeldingl van IK™ — IK™ is gegeven doorli{ = IR of C):
y=A""g
waarin een kolom var het beeld is van een basisvector in het origineel.
De matrix A2 voert een vector die gegeven is t.0.v. basisver in een vector t.0.v. basis Ze is gegeven door:
A5 = (B(Ady), ..., B(Ady))
waaring(z') de representatie van de vecir.o.v. basis is.
De overgangsmatrixs” voert vectoren van stelsalnaar cérdinatenstelseb over:
S8 =17 = (B(a1), ... B(in))
Ergeldt:S; - S5 =1
De matrix van een afbeelding is dan gegeven door:
AP = (ABe, ... Ale,)

Voor de transformatie van matrixoperatoren naar een andendirmtenstelsel geldtA?, = S3A3SS, A% =
S§AJSE en(AB)) = AYBS.

Verder isA? = S8 A«

a“ o

Aj = AgS5. Een vector wordt getransformeerd Via, = SBXg.

5.7 Eigenwaarden

De eigenwaarde vergelijking
AT = \¥

meteigenwaarden is op te lossen métd — A\II) = 0 = det(A — M) = 0. Uit deze karakteristieke vergelijking
volgen de eigenwaarden. Er geldt dat(A) = [[ ;i enTr(4) = > ai = > A

De eigenwaarden,; zijn basisonafhankelijk. Indiey de overgangsmatrix is naar een basis van eigenvectoren:
S = (E,,..., Ex,), is de matrix varA in deze basis gegeven door:

A =S"tAS = diag(\1, ..., An)

Als 0 een eigenwaarde is vahdan isEy(A) = N (A).

Als X een eigenwaarde is vahgeldt: A"Z = \"Z.

5.8 Soorten afbeeldingen

Isometrische afbeeldingen

Een afbeelding is eeisometrieals geldt: || AZ|| = ||Z||. Hieruit volgt dat de eigenwaarden van een isometrie
gegeven zijn dook = exp(iy) = || = 1. Tevens geldt dantAZ, Ay ) = (Z,7).

Als TV een invariante deelruimte van de isomettiés met din{A) < oo dan is 0okiV+ een invariante deelruimte.
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Orthogonale afbeeldingen

Een afbeeldingd is orthogonaalals A een isometrie iende inversed bestaat. Voor een orthogonale afbeelding
O geldtOTO = I, dus geldt:OT = O~!. Als A en B orthogonaal zijn, dan ig B en A~—! ook orthogonaal.

LaatA : V — V orthogonaal zijn met diffi”) < co. Dan isA:
Direct orthogonaal alsdet(A) = +1. A stelt een rotatie voor. 1f? wordt een rotatie om hoej gegeven door:
R cos(p) —sin(yp)
sin(p)  cos(p)

De rotatiehoeky is dus bepaald door TA) = 2cos(p) met0 < ¢ < 7. Laat); en A\, de wortels van de
karakteristieke vergelijking zijn, dan geldt tevefi{A;) = R(A2) = cos(p), enA; = exp(ip), A2 = exp(—iyp).

In IR3 geldt: \; = 1, A2 = \j = exp(ip). Een rotatie onE), is gegeven door de matrix
1 0 0

0 cos(p) —sin(p)
0 sin(p) cos(p)

Gespiegeld orthogonaalls det(A) = —1. Vectoren uitE_; worden doorA gespiegeld t.o.v. de invariante
deelruimteE, . In IR* wordt een spiegeling iRt (cos(3¢),sin(3¢)) > gegeven door:
g < cos(p)  sin(p) >

sin(p) — cos(p)

In IR? zijn gespiegeld orthogonale afbeeldingen draaispiegelingen: dit is een rotatie-ord,as om hoeky en
spiegelvlak< @; >*. De matrix van deze afbeelding is gegeven door:

-1 0 0
0 cos(p) —sin(p)
0 sin(p)  cos(y)
In IR? geldt voor alle orthogonale afbeeldingérdatO(z) x O(7) = O(Z x 7).

IR™ (n < o0) kan men voor een orthogonale afbeelding ontbinden in onderling loodrechte invariante deelruimten
met dimensie 1 of 2.

Unitaire afbeeldingen

LaatV een complexe inproductruimte zijn, dan is een lineaire afbeellingitair als U een isometrie i€nde
inverse afbeeldingl— bestaat. Eem x n matrix heet unitair al&/U = II. Er geldt dat| det(U)| = 1. Elke
isometrie in een eindig dimensionale complexe vectorruimte is unitair.

Stelling: voor eemn x n matrix A zijn de volgende uitspraken equivalent:
1. Alis unitair,
2. De kolommen vaml vormen een orthonormaal stelsel,

3. De rijen vanA vormen een orthonormaal stelsel.

Symmetrische afbeeldingen

Een afbeeldingd op IR™ is symmetrischals (AZ,y) = (¥, Ay). Een matrixA € IM™*™ is symmetrisch als

A = AT, Een lineaire operator is slechts symmetrisch als zijn matrix t.0.v. een willekeurige orthogonale basis
symmetrisch is. Voor een symmetrische afbeelding zijn alle eigenwaard@nDe eigenvectoren bij verschillende
eigenwaarden zijn onderling loodrecht. Mssymmetrisch is, dan id” = A = A" op een orthogonale basis.

Voor iedere matrixB € IM™*" is BT B symmetrisch.
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Hermitische afbeeldingen

Een afbeelding? : V — V metV = C™ is Hermitischals (HZ,y) = (&, Hy ). De Hermitisch geconjugeerde
afbeeldingA™ van A is: [a;;]" = [a},]. Dit wordt ook wel genoteerd als volgt” = AT. Het inproduct van twee
vectorent eny is nu als volgt te schrijven(z, i) = 7¢.

Als de afbeeldingem en B Hermitisch zijn is hun productt B Hermitisch als:[A, B] = AB — BA = 0. [A, B]
heet decommutatovan A en B.

De eigenwaarden van een Hermitische afbeeldingeiiR.

Aan een Hermitische operatdr is een matrixrepresentatie te koppelen. Ten opzichte van eendadsisleze
gegeven dooL.,,,,, = (€, Léy,).

Normale afbeeldingen

In een complexe vectorruimié bestaat er bij iedere lineaire afbeeldiAgreciesén lineaire afbeelding zodanig
dat(AZ,y) = (Z, By ). DezeB heet degeadjungeerde afbeeldingn A. Notatie: B = A*. Er geldt: (CD)* =
D*C*. Als A een unitaire afbeelding is, danis = A1, als A Hermitisch is dan ist* = A.

Definitie: in een complexe vectorruimié is de lineaire afbeelding normaalals A*A = AA*. Dit is slechts het
geval als voor de matrix vafi t.0.v. een orthonormale basis geldtf A = AAT.

Als A normaal is, dan geldt:
1. Voor alle vectorei’ € V en een normale afbeelding geldt:

(AT, Ag) = (A"AT,§) = (AA"T,§) = (A"T, A™Y)

2. T is een eigenvector vaa dan en slechts dan afseen eigenvector vad* is.
3. Eigenvectoren vad die bij verschillende eigenwaarden horen staan onderling loodrecht.
4. Als E, een eigenruimte is vad dan is het orthoplemeri;- een invariante deelruimte vah

Stel 5; zijn de verschillende wortels van de karakteristieke vergelijking damet multipliciteitenn,;. Dan is de
dimensie van elke eigenruimté gelijk aann;. Deze eigenruimten staan onderling loodrecht en iedere véatdr
kan op preciegen manier geschreven worden als

=Y & met &€V,
Men kan ook schrijvenZ; = P;Z met P; een projectie op/;. Dit leidt tot despectraalstellinglaat A een normale
afbeelding in een complexe vectorruinitezijn met dim’V') = n. Dan geldt:
1. Er bestaan projectieafbeeldingBn 1 < i < p, met de eigenschappen:

e P;- P; =0voori # j,
o Py +..+P =1,
o dimP; (V) + ... +dimP,(V) =n

en complexe getallen, ..., a, zodanig datd = a1 Py + ... + o, Pp.
2. Als A unitair is dan geldta;| = 1 Vi.

3. Als A Hermitisch is dan isy; € IR Vi.
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Volledige stelsels commuterende Hermitische afbeeldingen

Beschouwmn Hermitische lineaire afbeeldinget; in eenn dimensionale complexe inproductruinite Stel deze
commuteren onderling.

Lemma: als E, de eigenruimte bij eigenwaardes vanA;, dan isE), een invariante deelruimte van alle afbeeldin-
genA;. D.w.z. als¥ € Fy, danA;7 € FE,.

Stelling. Beschouwm commuterende Hermitische matricds. Dan bestaat er een unitaire mattix zodanig
dat alle matrice$/" A;U diagonaal zijn. De kolommen vaii zijn de gemeenschappelijke eigenvectoren van alle
matricesA;.

Als van een Hermitische lineaire afbeelding in eedimensionale complexe vectorruimte atleigenwaarden van
elkaar verschillen dan ligt een genormeerde eigenvector op een fasefgetor) na vast.

Definitie een commuterend stelsel Hermitische afbeeldingenvaietdig als bij elk tweetal gemeenschappelijke
eigenvectorem;, v; er tenminste een afbeeldiny, is zo datv; end; eigenvectoren met verschillende eigenwaarden
van Ay, zijn.

Meestal wordt een commuterend stelsel zo klein mogelijk genomen. In de quantummechanica spreekt men ook van
commuterende observabelen. Het aantal dat nodig is is gelijk aan het aantal quantumgetallen die nodig zijn om een
toestand te karakteriseren.

5.9 Homogene cordinaten

Wanneer men zowel rotaties als translatie=ein matrixafbeelding wil verwerken worden homogen@rdmaten ge-
bruikt. Hierbij wordt een extra cordinaat ingevoerd om de niet-lineariteiten te beschrijven. Homogeirdicaten
worden uit cartesische verkregen door:

. wx X

_ | wy 1Y

Y T wz | Z
z

cart w w

hom hom

dusz = X/w,y = Y/wenz = Z/w. Afbeeldingen in homogene dadinaten worden beschreven door de volgende
matrices:

1. Translatie over de vect¢X, Yo, Zo, wo):

Wo 0 0 X()

o 0 wo 0 Yp

= 0 0 Wo Zo

0 0 0 w

2. Rotaties om de, y, z assen over hoeken resp,. 3, ~:

1 0 0 0 cos@ 0 sinf O
0 cosa —sina 0 0 1 0 0
Ra(a) = 0 sina cosa O Ry(B) = —sinfB 0 cosfB O
0 0 0 1 0 0 0 1

cosy —siny 0
sin cos 0
0

0 0

— o O O
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3. Een perspectivistische projectie op beeldwdak ¢ met het projectiecentrum in de oorsprong. Deze afbeeld-
ing is niet omkeerbaar.

SO O =
o o= O
o O oo

0
0
1
1/c

5.10 Inproductruimten

Op complexe vectorruimten wordt een complex inproduct als volgt gedefinieerd:

)= (b,@),

2. (@, by + Baba) = B1(d@,b1) + B2(a@,b2) voor alled, by, by € V enpy, B € C.

3. (@,@) > 0vooralled € V, (@ d) = 0 dan en slechts dan afs= 0.

S
S

1. (

Wegens (1) iga,d) € IR. DeinproductruimteC™ is de complexe vectorruimte waarop een complex inproduct
gedefinieerd is door:
(@b)=> ajb;

Voor functieruimten geldt:

Voor iedere is de lengte|@ || gedefinieerd dooti@ || = /(@, @). Er geldt:||@ || — [|b]] < |@+ b < ||@] + |b]],
en mety de hoek tussed enb geldt: (a@,b) = ||@|| - ||b]] cos(¢).

Laat {d,,...,d,} een stelsel vectoren zijn in een inproductruinite Dan is deGrammatrix Gvan dit stelsel:
Gij = (d;, a;). Het stelsel vectoren is onafhankelijk dan en slechts dadea($r) = 0.

Een stelsel irthonormaalals (d;, d;) = d;;. Als €1, é, ... een orthonormale rij is in een oneindig dimensionale
vectorruimte geldt de ongelijkheid van Bessel:

(= Z (&, )|
Het gelijkteken geldt dan en slechts dan &is\ ||%,, — Z|| = 0.

De inproductruimte? is gedefinieerd irC>° door:

62:{&'— ai,as, ... |Z\an\ <oo}

Als een ruimte/? is en tevens voldoet aarim |a, 11 — a,| = 0, dan is het eehlilbertruimte
n—oo

5.11 De Laplace transformatie

De klasse LT bestaat uit functies die voldoen aan:

1. Op ieder interval0, A], A > 0 zijn niet meer dan eindig veel discontiieiten en in iedere discontiiteit
bestaan de boven- en onder limiet,

2. 3ty € [0,00 > eneem, M € IR z.d.d. voort > t, geldt: | f(t)| exp(—at) < M.
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Dan bestaat voof de Laplace getransformeerde.

De Laplace transformatie is een generalisatie van de Fouriertransformatie. $ndiefi ent > 0 is de Laplace
getransformeerdé&(f(t)) = F(s) van een functief(t) gegeven door:

Fls) = / F(t)e—tdt
0
De Laplace getransformeerde van een afgeleide functie is gegeven door:

£ (@) == 00) = sfOD(0) = = 57(0) + 5" (s)
De operatot’ heeft de volgende eigenschappen:

1. Gelijkvormigheid: Alsa > 0 dan

2. Demping:L (e” % f(t)) = F(s + a)

3. Verschuiving: Zija > 0 eng gedefinieerd doog(t) = f(t — a) alst > a eng(t) = 0 voort < a dan geldt:
L(g(t)) =e " L(f(1))-

Als s € IR geldt datR(Af) = L(R(f)) enS(Af) = L(S(f))-

Voor enkele veel voorkomende functies geldt:

| f®=_[F@s)=L{{1) =]

tn

at _ —n—1
e (s—a)™™
at s—a
t —_—
e cos(wt) oot
at 3 w
t —
e sin(wt) oot
5(t—a) exp(—as)

5.12 De convolutie

De convolutie integraal is gedefinieerd door:

(f *9)(t) / F(w)g(t — u)du

De convolutie heeft de volgende eigenschappen:
1. fxgeLT
2. L(f=g) = L(f)- L(g)
3. Distributie: fx (g +h) = fxg+ f*h
4. Commutatieyf x g = g * f
5. Homogeniteit:;f « (Ag) = Af x g
Als L(f) = Fy - F», danisf(t) = fi * fa.
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5.13 Stelsels lineaire differentiaalvergelijkingen

We gaan uit van de vergelijkir@: AZ. StelZ = Texp(At), dan volgt: A = A¢. In het2 x 2 geval geldt:
1. A\ = Aordanisz(t) = > v; exp(Ait).
2.\ #£ Xo: dan isZ(t) = (ut + ) exp(At).
Stel dath = a+i3 een eigenwaarde is bij eigenvectodan isA* ook een eigenwaarde bij eigenvecior. Ontbind

¥ = @ + 4w, dan zijn de réle oplossingen

c1[ii cos(Bt) — wsin(Bt)]e™ + o[t cos(Bt) + @ sin(Bt)]e™

Voor de vergelijking%: = AZ zijn twee oplossingsstrateg@in:
1. Stel# = Texp(\t) = det(4A — \21T) = 0.

2. Voer in: &z = uw eny = v, dat geeftt = @ eny = ©. Zo wordt eemm-dimensionaal stelsel van tweede orde
omgezet in een-dimensionaal stelsel van de eerste orde.

5.14 Kwadrieken
5.14.1 Kwadrieken in IR?

De algemene vergelijking voor een kwadriek #&- Az + 277 P + S = 0. Hierin is A een symmetrische matrix.
Als A = S71AS = diag(\y, ..., \n) geldt: @7 A@ + 2a7 P + S = 0, zodat alle kruistermen 0 zijn. Om dezelfde
oriéntatie te behouden als het stelgely, ) heeft moet mem = (u, v, w) zodanig kiezen dat dgt) = +1.

Uitgaande van de vergelijking
az? +2bxy + ey’ +dr+ey+f=0

geldtdat A| = ac—b2. Eenellips heeftA| > 0, een parabodl4d| = 0 en een hyperbodH| < 0. In poolcdrdinaten

is dit te schrijven als:
— ep
1 —ecos(f)

Een ellips heefe < 1, een paraboal = 1 en een hyperboal > 1.

r

5.14.2 Tweedegraads oppervlakken ifz?

Rang 3:
332 2 2

Yy 4
p;—l—qu—i-rc—z:d

Ellipsoide:p = ¢ =r =d =1, a, b, ¢ zijn de lengtes van de halve assen.

Eenbladige hyperboide:p =¢=d=1,r = —1.

Tweebladige hyperboide:r =d=1,p=¢q¢= —1.
o Kegelip=¢g=1,r=-1,d=0.
Rang 2:

x? y2 z
pﬁ + qu + 7‘? =d
e Elliptische parabolwe:p =¢=1,r=—-1,d =0.
e Hyperbolische parabdlde:p =r = —-1,¢q=1,d = 0.

e Elliptische cylinderp=¢=—-1,r=d=0.
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e Hyperbolische cylinderp =d=1,¢=—1,r=0.
e Vlakkenpaarp =1,9g=—-1,d =0.

Rang 1:
py’ +az=d

e Parabolische cylindep, g > 0.
e Evenwijdig vlakkenpaard > 0, g = 0, p # 0.
e Dubbelvlak:p #0,q=d = 0.
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Complexe functietheorie

6.1 Functies van complexe variabelen

Complexe functietheorie beschouwt complexe functies van een complexe variabele. Enkele definities:
fisanalytischop G als f continu en differentieerbaar is gp
EenJordankrommés een kromme die gesloten en enkelvoudig is.

Als K een boog is inC’ met parametervoorstelling = ¢(t) = z(t) + iy(t), a <t < b, dan is de lengté van K

gelijk aan:
b
dz ,
/¢ (Y- 7ﬁz/wwﬁ

De afgeleide varf in het puntz = a is:

z—a zZ—Qa

Als f(z) = u(x,y) + iv(x,y) is de afgeleide:

ou . Ov Ou  Ov

Gelijkstellen van beide uitkomsten levert de vergelijkingen van Cauchy-Riemann:
ou Ov ou v

dr 9y ' By oz
Deze vergelijkingen impliceren dat d&fu = V2v = 0. f is analytisch als env voldoen aan deze vergelijkingen.
6.2 Integratie
6.2.1 Hoofdstelling

Zij K een boog beschreven dook= ¢(t) opa < ¢t < ben f(z) is continu opK . Dan is de integraal vafi over K:

/f dz—/f fcontmuF(b)_F(a)
Lemma: zij K de cirkel met middelpuni en straal-, in positieve richting doorlopen. Dan geldt voor gehele
1 dz [ Oasm#1
o2mi J (z—a)m | lasm=1
K

Stelling: als L de lengte van kromm@& is, en zij| f(z)| < M voor z € K, dan geldt als de integraal bestaat

/f(z)dz
K

39

<ML
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Stelling: zij f continu op een gebie@ enp een vast punt vaty. LaatF(z) = f; f(&)d¢ voor allez € G alleen
afhangen var en niet van de integratieweg. Danfi§z) analytisch inG metF’(z) = f(z).

Dit leidt tot de twee equivalente formuleringen vantdmfdstelling der complexe integratigij de functie f ana-
lytisch in een gebieds. LaatK en K’ twee krommen zijn met dezelfde begin- en eindpunten, die door continue
vervorming binnerG in elkaar zijn over te voeren. La#t een Jordankromme zijn. Dan geldt

/f(Z)dZ = /f(z)dz @%f(z)dz =0

Door de hoofdstelling toe te passen®p/z kan men afleiden dat

6.2.2 Residu

Een puntz € C is eenregulier puntvan een functigf(z) als f analytisch is ire. Anders isa eensingulier puntvan
f(2). Hetresiduvan f in o« wordt gedefinieerd door

1
Res f(2) = 5.  f(2)d
K
waarin K een Jordankromme is diein positieve richting omsluit. In reguliere punten is het residu 0, in singuliere
punten kan het zowel 0 alg 0 zijn. De residustelling van Cauchy luidt: zfj analytisch binnen en op een Jor-
dankrommeK met uitzondering van een eindig aantal singuliere puntdsinnenk. Dan geldt alg< in positieve
richting doorlopen wordt:
1 . n
o § 1) =3 Res £(2)
K k=1

Lemma: zij de functie f analytisch ina, dan geldt:

Dit leidt tot de integraalstelling van Cauchy: dl@nalytisch is op de in positieve richting doorlopen Jordankromme
K, dan geldt

17 f(®) Qs = { f(a) als a binnen K

o2mi ] z—a | 0 alsa buiten K
K

Stelling: zij K een kromme (hoeft niet gesloten te zijn) engi§) continu opk. Dan is de functie

- [ 4
K

£

analytisch meti-de afgeleide

n P(&)dE
R =

K

Stelling: zij K een kromme erz een gebied. Zigp(¢, z) gedefinieerd voot € K, z € G, met de volgende
eigenschappen:

1. ¢(&, 2) is begrensd, d.w.Z¢(¢, 2)| < M vooré € K, z € G,

2. Voor vastes € K is ¢(&, z) een analytische functie vanin G,
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3. Voor vaster € G zijn ¢(&, z) end¢(&, z) /= continue functies vat op K.

Dan is de functie

f(z) = / o€, 2)de
K

analytisch met afgeleide

£ = [ 2
K

Ongelijkheid van Cauchy: zij de functief(z) analytisch binnen en op de cirk€l: |z —a| = R, en zij| f(z)| < M
voor z € C. Dan geldt

Mn)!
<

‘f(n)(“)‘ = Rn

6.3 Analytische functies gedefinieerd door reeksen

De reeksy  f,(z) heet puntsgewijs convergent op een geltiethet somF'(z) als

N
VE>OVZ€G3NOEBVTL>RO f(Z) - Z fn(Z) <e
n=1

De reeks heatniform convergenals

Ve>03NoeRYn>ne3zea | [f(2) — Z fa(2)| <e

Uniforme convergentie impliceert puntsgewijze convergentie, omgekeerd hoeft dat niet zo te zijn.

oo
Stelling: laat de machtreek$ " a,, 2™ de convergentiestradl hebben.R is de afstand tot de eerste niet-ophefbare
n=0

singulariteit.
e Als lim 3/|a,| = L bestaat, dani& = 1/L.
e Als lim |an41|/|an| = L bestaat, dani® = 1/L.

Als geen van beide limieten bestaafige bepalen met de formule van Cauchy-Hadamard:
1
R= lim sup V/|ay|

6.4 Laurent reeksen

Stelling van Taylor: zij f analytisch in een gebie@ en laat punt: € G afstandr tot de rand varG hebben. Dan
is f(z) te ontwikkelen in de Taylorreeks rond

f(a)

n!

flz)= icn(z —a)" met ¢, =
n=0

geldig voor|z — a| < r. De convergentiestraal van de Taylorreekz is. Indien f eenk-voudig nulpunt heeft im
is ClyesCl1 = 0, ci 75 0.

Stelling van Laurent: zij f analytisch in het ringgebie@ : r < |z — a| < R. Danisf(z) te ontwikkelen in een
Laurentreeks met middelpuat

f(z):n;mcn(z—a)" met an% m , NE XL
= K
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geldig voorr < |z —a| < R enK een willekeurige Jordankromme @ndie het punt: in positieve richting omsluit.

o0
Hethoofddeelan een Laurentreeks iy ¢_,(z — a)~". Hiermee zijn singuliere punten te classificeren. Er zijn
n=1

3 gevallen:

1. Het hoofddeel ontbreekt. Dandseen ophefbare singulariteit. Definiegfa) = ¢o en de reeksontwikkeling
geldt ook voorlz — a| < R enf is analytisch im.

2. Het hoofddeel bevat eindig veel termen. Dan bestaat ek eedlV z.d.d. lim (z — a)* f(2) = c_ # 0. De
functieg(z) = (z — a)* f(z) heeft dan een ophefbare singulariteitinMen zegt datf eenk-voudige pool
heeftinz = a.

3. Het hoofddeel bevat oneindig veel termen. Daa &en essentieel singulier punt vénbv. exp(1/z) voor
z=0.
Als f eng analytisch zijn,f(a) # 0, g(a) = 0, ¢'(a) # 0
WG _ i)
z=a g(z

) g'(a)

dan heeftf(z)/g(z) een enkelvoudige pool in= a met

6.5 De stelling van Jordan

Residuen worden vaak gebruikt bij het berekenen van bepaalde integralen. Met de r@faties {z||z| =
p.3(2) 2 0} enCy = {z]l2] = p,S(2) < O} enM¥(p, f) = max |f(2)], M~ (p,f) = max |f(z)]. We

P

nemen aan daf(z) analytisch is voofX(z) > 0 met eventuele uitzondering van een eindig aantal singuliere punten
die niet op de réle as liggen,lim pM™(p, f) = 0 en de integraal bestaat, dan is
p—00

/ flz)dx = QWiZResf(z) in §(z)>0

VervangM * door M~ in bovenstaande eisen en er volgt:

oo

/ f(z)dx = —QWiZResf(z) in $(2) <0

HetLemma van Jordareij f continu voor|z| > R, 3(z) > 0 en lim M*(p, f) = 0. Dan geldt voor > 0

p—00

lim [ f(2)e"**dz=0

p—00
4
CP

Zij f continu voor|z| > R, 3(z) < 0en lim M~ (p, f) = 0. Dan geldt vookx < 0
p—00

lim [ f(2)e"**dz =0

p—00

c;

Laat> = a een enkelvoudige pool zijn vaf(z) en zijC;s de halve cirke|z —a| = §,0 < arg(z—a) < 7, doorlopen
vana + 6 naara — 6. Dan is
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Tensorrekening

7.1 \ectoren en covectoren

We noteren een eindig dimensionale vectorruimte Y)éd. De vectorruimte van lineaire afbeeldingen vanaar
W wordt aangegeven méf(V, W). BeschouwC(V,IR) := V*. We noemerV* deduale ruimtevan)’. We kunnen
nu vectorenin ¥V met basis’ encovectorerin V* met basis’ definiéeren. Eigenschappen van beide zijn:

1. Vectoren:¥ = z'¢; met de basisvectoren:

Overgang van stelse¢lnaari’ wordt gegeven door:

) . g
Ci/:AZ/CiZaiGV, ' :A?LJ’Z

~ ~ 1 ) AT
2. Covectoren¥ = z;,¢ met de basisvectoren

= dx*

QP

Overgang van stelse¢lnaar:;’ wordt gegeven door:

i/ i - P
=A;¢ eV, Ty =A%

il

QP

Hierbij is deEinsteinconventigebruikt:
(libl‘ = Z aibi

De cdrdinatentransformatie wordt gegeven door:

Az ox s ox

YT o 0 T

Hieruit volgt datA - AF = §i en A%, = (AV)~1.
De cdrdinatentransformaties zijn in differentiaalnotatie gegeven door:

oxt . 0 oz 9

du’ = oz du’ en dx’ Oz Ozt

In het algemene geval geldt voor de transformatie van een téhsor

ox

qi-dn
S1-e-8m ou

¢
q1 q 1 T
ou oud» Oz Ox™m o

81‘171 o axpn ’ ausl o ausm T1--Tm

bij eenabsolute tensois ¢ = 0.
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7.2 Tensoralgebra

Er geldt:
aij(xi + yz) = Qi -+ a;;Yi, Maar: al-j(xi —+ yj) 7% QijT; + Qi;Yj
en

(aij + aji)ximj = 2aijxixj, maar: (aij + aji)xiyj 7_é Qaijxiyj
en (aij — aji)xixj = 0.

De som en verschil van 2 tensoren is een tensor van gelijke réhg: BY. Bij het uitwendig tensorproduct is de
rang van het resultaat de som van de rangen van beide tenstfenB;* = C?;™. Bij de contractieworden 2

indices gelijk gesteld en erover gesommeerd. Stel we nemens bij tensor A", dit geeft: Y AP = B

T
Hetinproductvan twee tensoren is gedefinieerd als het uitproduct waarna een contractie over een index volgt.

7.3 Inwendig product

=

Definitie: de bilineaire afbeelding : V x V* — IR, B(Z, 3:7) = g?(f) wordt aangegeven met z, i >. Voor deze
paringsoperator< -, - >= § geldt:

AN

Y >=yx' | <Z4LE >:6§

<>

(@) =<7,
Zij G : YV — V* een lineaire bijectie. Defiger de bilineaire vormen

g:VxV—-1IR 9(Z,
h:V*x V" — IR hZ, ) =

Beide zijn niet-gedegenereerd. Er gelt{Gz, Gy) =< &, Gy >= g(
G dan geefyy (of h) een inwendig product op.

). Als weV enV* identificeren m.b.v.

<y
8]
<y

)

Het inproduct(, ), op A¥(V) wordt gedefinieerd door:

1
((1)7 \II>A = E((pa \II)TIS(V)
Het inproduct van 2 vectoren is dan gegeven door:
(5737) = ‘riyi < 57;7 GEJ >= gijxixj

De matrixg;; vanG is gegeven door
De matrixg® vanG~! is gegeven door:

Voor dezemetrische tensog;; geldt: gijgjk = 0F. Deze tensor kan indices omhoog of omlaag halen:
Tj = gijxi ) zt = gijxj

Y .
endu’' =¢ = g“c;.
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7.4 Tensorproduct

Definitie: laat/ en)’ twee eindig dimensionale vectorruimten zijn met dimensiesesp. n. Zij U* x V* het
cartesisch product val enV. Een functiet : U* x V* — IR; (d;0) — t(u;v) = t*Puyups € IR heet een
tensor alst lineair is in@ en¢. De tensorert vormen een vectorruimte genoteerd riét V. De elementen
T € V @ V heten contravariante 2-tensoréh:= T%¢;, ® ¢&; = T 0; ® ;. De elemente’ € V* @ V* heten

covariante 2-tensorerf! = Tl-jé“l ® ¢’ = Tijdxi ® dz7. De elementel € V* @ V heten gemengde 2 tensoren:
T=T7¢" ®¢c =T da’ ® d;, en analoog vooT' € V @ V*.

De getallen, gegeven door

o8 — 45 &7

metl < a <menl < g < nvormen de componenten of kentallen van

Neemz € U eny € V. Dan is de functief ® 7, gedefinieerd door

P

(Z @) (@, T) =< T,0 >u< §,T >y

een tensor. De kentallen volgen Wil ® 7');; = u;v’. Het tensorproduct van 2 tensoren is gegeven door:
2 : 2 ik ik
0 vorm: (V@ @) (P, q) = v'piw g = T piqr
0 . S o " ik
5 ) vorm: (P ® q)(U,W) = po'qw” = Tyv'w

1 N ;
<1> vorm: (7@ p)(q, @) = v'gprw® = Tigiw®

7.5 Symmetrische - en antisymmetrische tensoren

Een tensott € V ® V heet symmetrisch resp. antisymmetrisch¥aisy € V* geldt: ¢(Z,) = t(j, ) resp.
HZ,y) = —t(y, T).

Een tensot € V* ® V* heet symmetrisch resp. antisymmetrisch¥alsy € V geldt: ¢(Z,¢) = (¢, %) resp.
tZ, ) = —t(y,Z). In VY @ W worden de lineaire afbeeldingehen A gedefinieerd door:

) =

) = 5@

8P
QL

St(Z,
At(Z,
In V* ® V* analoog. Al symmetrisch resp. antisymmetrisch is, daSis= ¢ resp. At = t.

De tensorer®; V €; = €;¢; = 25(€; ® €;), metl < i < j < nvormen een basis i§(V ® V) met dimensie
1
sn(n+1).

De tensore; A €; = 2A(¢; ® €;), metl < i < j < nvormen een basis id(V @ V) met dimensiein(n — 1).
De volledig antisymmetrische tensois gegeven doo; ;xEkim = 0i10jm — Oimdji.

De permutatie-operatoren,, zijn gedefinieerd dooreas = ea31 = e312 = 1, e213 = e132 = e321 = —1, voor
alle andere combinaties ig,,. = 0. Er is een samenhang metdeensor:e, . = g~'/2%e,,, eneP?” = gt/2erar,

7.6 Uitwendig product
Zij o € A¥(V) enp € Al(V). Dan wordta A 3 € A*+(V) gedefinieerd door:

(k+1)!

anB =m0

Ala® )
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Alsaenp e AL(V)=V*, dangeldta AB=a® 8- B3R«
Het uitproduct is te schrijven al$ x b); = e;;xa’b¥, @ x b= G=1 - %(Ga A Gb).

Neemd, b, ¢, d € IR*. Danis(dt A dz)(d@,b) = agbs — byas de georénteerde opperviakte van de projectie op het
tz-vlak van het parallellogram opgespannen doenb.

Verder is

ag by co
ay by c
ay by 4

(dt A dy A dz)(@, b, @) = det

de georénteerde 3-dimensionale inhoud van de projectie oggrevlak van het parallellepipedum opgespannen
doord, b enc.

-

(dt Ndx Ady Ndz)(a,b, ¢ d) = det(d, 5, c, J) is de 4-dimensionale inhoud van het hyperparallellepipedum opges-

b,
pannen doot, b, ¢ end.

7.7 De Hodge afbeelding

Omdat(}) = (,,",) voorl < k < n hebbenA*(V) enA"~*(V) dezelfde dimensie. DifA"(V)) = 1. De keuze
van een basis betekent de keuze van een @eteerde inhoudsmaat, een volumen V. We kunnenu zodanig
ijken dat voor een orthonormale basjgeldt: u(é;) = 1. Deze basis heet dan per definitie positief gemieerd als

:'1 ;2 an
p=¢€¢ Ne AN..Ne =1.

Vanwege de gelijke dimensies kan men zich afvragen of er een bijectie tussen beide ruimten bestaggeAlsxtra
structuur heeft is dit niet het geval, echter, ¥lgoorzien is van een inproduct en daarbij behorende volumeygrm
dan bestaat zo'n afbeelding wel en wordtHigdge-ster-afbeeldingenoemd en genoteerd metEr geldt dat

Vweak (V) Frwerr—n ) Voeary) 0 Axw = (6, w)p

Voor een orthonormale basis iR? geldt: het volumey = dx A dy A dz, xdz A dy Adz = 1, xdx = dy A dz,
xdz = dx A dy, xdy = —dx N dz, *(dx A dy) = dz, x(dy A dz) = dz, x(dz A dz) = —dy.

Voor een Minkowski basis ifR* geldt: y = dt Ade Ady Adz, G =dt @dt —dx @ dr — dy @ dy — dz @ dz, en
xdt Ndx ANdy Ndz =1enxl =dt ANdx Ady A dz. Verdersdt = dx A dy N\ dz enxdx = dt A dy N dz.

7.8 Differentiaaloperaties

7.8.1 De richtingsafgeleide

Derichtingsafgeleidén het puntz is gegeven door:

Laf =< d,df >= aia—f,
oxt

7.8.2 De Lie-afgeleide

De Lie-afgeleiddas gegeven door:

(Lyw)! = w0 — viOuw’
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7.8.3 Christoffelsymbolen
Aan ieder kromlijnig cordinatenstelseal’ voegen we een stelsel van functiesF;lk vanu toe gedefinieerd door
% . OF
ouiduk IR gui
Dit zijn Christoffelsymbolen van de tweede so@htristoffelsymbolen zijn geen tensoren. De Christoffelsymbolen
van de tweede soort zijn gegeven door:

g i 0%z i
{jk} == <aukaud9”>

Er geldt dafF;lk = F};j. Hun transformatie naar een andebatinatenstelsel is gegeven door:

Als de geaccentueerdetalinaten cartesisch zijn is de eerste term hierin gelijk aan 0.
Er is een relatie tussen Christoffelsymbolen en de metriek:

;’k = %gir(ajgkr + Okgrj — Orgjk)
enTl'y, = ds(In(y/g]))-

Omlaaghalen van een index geeft@eristoffelsymbolen van de eerste sodﬂjk = ¢"'Tj.

7.8.4 De covariante afgeleide

De covariante afgeleid& ; van een vector, covector en van tensoren van rang 2 is gegeven door:

Via' = 08;a' + F;kak

Via; = 0ja; — I‘fjak

Vyag = 0Oyaf —I7zad +T5. a5
Vytag = Oy0a8 — Fiaagg —I% 50ae
VWao‘ﬁ = &,aaﬁ + F‘;‘Eagﬁ + Ffjeaas

De stelling van Ricci luidt dat
Vagap = Vg™ =0

7.9 Differentiaaloperatoren

De Gradient
is gegeven door:
_ cof 0
_ 1 _ kiZS Y
grad(f) =G df =g Dt Dk
De divergentie
is gegeven door:
1
div(a’) = Via' = — (/g a"
(a") 75 k(v a")

De rotatie

is gegeven door:
rot(a) =G ' x-d-Gd = —eP""V a, = V,a, — V,a,
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De Laplaciaan
is gegeven door:

0

g g 9
A(F) = div gead(f) = s+ df = Vig0, = VT, = oo <\/§ g&j)

7.10 Differentiaalmeetkunde

7.10.1 Ruimtekrommen

We beperken ons taR?® met een vaste orthonormale basis. Een punt wordt voorgesteldideofz!, 22, z3).
Een ruimtekromme is een verzameling punten die voldoenraant(¢). De booglengte van een ruimtekromme is

gegeven door:
t
dr\* dy 2 dz\?
0= V (i) = ()« ()
to

De afgeleide var naart is de lengte van de vectdr’/dt:

ds\* _ (di d7
dt) — \dt’dt
Het osculatievlakin een puntP van een ruimtekromme is de limietstand van het viak door de raaklijn in punt

en een punt) wanneerQ langs de ruimtekromme nadert t6t Het osculatievlak is evenwijdig aar(s). De
voorstelling van het osculatievlak is, afs# 0:

J=14+ e+ pi dus det(j— 7, &,4)=0
In een buigpunt geldt, aié;é 0:
G=F+ N +pi

De raaklijn heeft eenheidsvectdr= 7, dehhoofdnormaakenheidsvectot = i en debinormaalb = # x #. De
hoofdnormaal ligt dus in het osculatievlak, de binormaal staat daar loodrecht op.

Zij P een punt erf) een naburig punt van een ruimtekrom@@). Zij Ay de hoek tussen de raaklijnenien@
en zij Ay de hoek tussen de osculatievlakken (binormaler} Bn Q. Dan zijn dekrommingp en detorsier in P

gedefinieerd door:
o (d0) 1 opn (Be) el (@Y
PP=\as ) “amo\as) © 7 7 s

enp > 0. Voor vlakke krommen i de traditionele kromming en is = 0. Er geldt:
p? = (0,0) = (%,%) en 72 = (b,b)
De formules van Frenet drukken de afgeleiden uit als lineaire combinaties van deze vectoren:

Z:pﬁ, ﬁ:fp67+7(;, b=—1i

Hieruit volgt datdet(Z, 7, 7 ) = p*r.

Enkele krommen en hun eigenschappen zijn:

Schroeflijn 7/p =constant
Cirkelschroeflijn T =constantp =constant
Vlakke krommen 7=0

Cirkels p =constanty =0
Rechten p=17=0
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7.10.2 Opperviakken inIRk?

Een opperviak inR? is de verzameling eindpunten der vectoies #(u, v), dusz" = 2" (u®). Op het opperviak
liggen 2 stelsels krommen, nl. met=constant en met =constant.

Het raakvlak in een pun® aan het oppervlak heeft als basis:

61 = 61f en 52 = 82f

7.10.3 De eerste fundamentaaltensor

Zij P een punt van het oppervlak = Z(u®). Van twee krommen dooP, aan te geven doot® = u®(t),
u® = v(7), zijn de raakvectoren i’

dz _ du® 5 dj_ﬂax
dat  dt " dr  dr °

De eerste fundamentaaltensean het opperviak irP is het inproduct van deze raakvectoren:
dz d¥ L du® dvP
(dt’ dT) = (o) g
De covariante componenten t.0.v. de basis= 0, % zijn:
9ap = (Ca; C3)
Voor de hoekp tussen de parameterkrommenfnu = ¢, v =constant en, =constanty = 7 geldt:

gi2

V911922

Voor de booglengte vanuit P langs de kromme®(¢) geldt:

cos(@) =

ds? = ga@duaduﬁ

Deze uitdrukking heet hdifnelement

7.10.4 De tweede fundamentaaltensor

De 4 afgeleiden van de raakvectoi@osz = 0.Cz zijn elk lineair afhankelijk van de vectore, ¢, enN metN
loodrecht op?; enc,. Dit wordt geschreven als:

0ol =T 4E, + hapN
Hieruit volgt:

Flﬂ = (57,60656) ) haﬁ = (ﬁvaagﬁ) = det(c?l,(?g,@aé‘ﬁ)

1
V/det |g]|

7.10.5 Geodetische kromming

Op het oppervlal(u®) wordt een kromme gegeven doar® = u®(s), danZ = Z(u“(s)) mets de booglengte
van de kromme. De lengte vahis de krommingy van de kromme irP. De projectie vart op het raakvlak is een
vector met componenten

pY =i + T g
waarvan de lengte dgeodetische kromminigeet van de kromme ip en blijft hetzelfde als het oppervlak met
behoud van het lijnelement wordt verbogen. De projectiea‘x’/apﬁ heeft als lengte

p = hagu®u’
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die denormale krommingan de kromme irP heet. Destelling van Meusnieluidt dat verschillende krommen op
het oppervlak met dezelfde raakvectotfirgelijke normale kromming hebben.

Eengeodetische lijrvan een oppervlak is een kromme op het oppervliak waarvoor in elk punt de hoofdnormaal van
de kromme samenvalt met de normaal op het oppervilak. Voor een geodetische lijn moet in elk puhtus

d?u 5 du® du? B

s T heBTgs ds

De covariante afgeleid¥ /dt in P van een vectorveld van een oppervlak langs een kromme is de projectie op het
raakvlak inP van de gewone afgeleide .

Voor twee vectorveldef(t) enw(t) langs dezelfde kromme van het oppervlak volgt de regel van Leibniz:
AE.@) (V) (V7
a \"dt ot

Viaz ! v Bz
%(v Co) = ((it+raﬁcizfv >c7

7.11 Riemannse meetkunde

Langs een kromme geldt:

De Riemann tensoR is gedefinieerd door:
Ry ;T =V VgTH — VgV, T

Ditis een(é) tensor meti?(n? — 1)/12 onafhankelijke componenten die niet identiek gelijk aan 0 zijn. Deze tensor
is een maat voor de kromming van de beschouwde ruimte. Als ze 0 is is de ruimte een vlak manifold. Ze heeft de
volgende symmetrie-eigenschappen:

Rapuw = Ruvap = —Rpaur = —Rapup

Er geldt:
[Va,Va]TH = R

ocaf

T) + R, 6Ty
De Riemann tensor hangt samen met de Christoffelsymbolen via
Ry = 0ulhy, — 0,17, + 15,15, — 15,15,
In een ruimte en dardinatenstelsel waar de Christoffelsymbolen 0 zijn gaat dit over in
Rg;u/ = %gaa (8Baugm/ - 6ﬁal/gou + 8(78ugﬁu - aaaugﬁu)
De Bianchi identiteiterzijn: ViRag., + Vo Ragau + VuRapur = 0.

(03

Einstein tensolG is gedefinieerd doorG*? = R*# — 148, Hiervoor geldt: V5G*® = 0. De Ricci scalar is
R = gO‘BRag.

De Ricci tensorverkrijgt men door contractieR,g = R“Hﬁ en is symmetrisch in haar indiceR,3 = Rgo. De
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Numerieke wiskunde

8.1 Fouten

Als een op te lossen probleem een aantal parameters bevat die niet exact bekend zijn zal de oplossing een fout
bevatten. De samenhang tussen fouten in gegevens en oplossing is uit te drukkecoinditetgetalc. Als het
probleem gegeven is doar= ¢(a) geldt in eerste orde voor een faut in a:

bz a¢d'(a) da

¢la) a

Het getalc(a) = |a¢’(a)|/|p(a)|. Als het probleem goed geconditioneerd is dan<s 1.

8.2 Floating point rekenen

De floating point representatie hangt af van 4 natuurlijke getallen:
1. Hetgrondtalof basis van het getalstelsg|
2. De mantisselengte
3. De lengte van de exponent

4. Het tekers,

De representatie van machinegetallen is c*ad(x) =s-m-fG° ‘ waarin mantissen een getal is met 3-tallige

cijffers dat voldoet aaf /3 < |m| < 1, ene een getal is mej S-tallige cijffers metle| < $? — 1. Hieraan wordt
toegevoegd het getal 0 met bw. = e = 0. Het grootste machinegetal is

Amax = (1 - 6_t)ﬂﬁq_l

en het kleinste positieve machinegetal is
— 5B
Amin = ﬁ

De afstand tussen twee opeenvolgende machinegetallen in het irftgtval 7] is gP~t. Als z reéel is en het
dichtstbijzijnde machinegetal igl(z), dan geldt:

rd(z) =z(1+e) met |¢ <1ipt
r=rd(z)(1+¢) met [¢|< gt

Het getal) := %ﬁl—t heet de machine-nauwkeurigheid waarvoor geldt:

z —rd(x)

g, <n <n

Een veelgebruikt 32 bits float formaat is: 1 bit vogr8 voor de exponent €23 voor de mantisse. Het grondtal
hierin is 2.
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8.3 Stelsels vergelijkingen

We willen de matrixvergelijkingdZ = b oplossen voor een niet-singuliere hetgeen equivalent is aan het vinden
van de inverse matri¥ —*. Oplossing van eenxn matrix via de regel van Cramer vereist te veel vermenigvuldigin-
genf(n) metn! < f(n) < (e — 1)n!, dus zijn andere methoden wenselijk.

8.3.1 Driehoeksstelsels

Beschouw de vergelijking/z = ¢ waarinU een rechtsboven matrix is, d.w.z;; = 0 voor allej < i, en alle
U; # 0. Danis:

Tn = Cn/U%n

(Cn—l_'Uﬁ—ann)/Uﬁ—Ln—l

Tn—1

z1 = (a—Y Uyz;)/Un

=2
In code:

for (k = n; k > 0; k--)
{
S = c[kl;
for = k + 1, ) < n; j++)
{
S -= ULKI] * x[I;

}
X[kl = S / U[K][KI;
Dit algoritme vereis%n(n + 1) floating point berekeningen.

8.3.2 De eliminatiemethode van Gauss

Beschouw een algemeen steldal = b. Dit is via de eliminatiemethode van Gauss tot een driehoeksvorm te bren-
gen door de eerste vergelijking vermenigvuldigd Mgt/ A, van alle anderen af te trekken; nu is de eerste kolom,

op A;; na, allemaal 0. Daarna wordt de 2e vergelijking zodanig van de anderen afgetrokken dat alle elementen
onderAs; 0 zijn, etc. In code:

for (k = 1; k <= n; k++)

for ( = ki j <= n; j++) UL = ALKILD;
clk] = bk];

for (i = k + 1; i <= n; i++)
{
L = A[i][K] / ULK]K];
for = k + 1; ] <= n; j++)

} Al -= L * UKL
bli] -= L * c[K];
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Dit algoritme vereis%n(nQ—l) floating point vermenigvuldigingen en delingen voor bewerking van é#ic@ntenmatrix
en %n(n — 1) vermenigvuldigingen voor de bewerking van de rechterleden, waarna ook het driehoeksstelsel moet
worden opgelost me}n(n + 1) berekeningen.

8.3.3 Pivot strategie

Als de hoekelementeA;, ASQ), ... niet alle#£ 0 zijn zullen er vergelijkingen verwisseld moeten worden om Gauss
eliminatie te laten werken4{(") is het element na de-de iteratieslag). Een methode is: aﬂ%}:” = 0, dan zoek

een eIemenﬂé’Z_l) metp > k dat=# 0 is en verwissel de-de enk-de vergelijking. Deze strategie mislukt alleen
indien het stelsel singulier is en dus geen oplossing heeft.

8.4 Nulpunten van functies

8.4.1 Successieve substitutie
Het doel is het oplossen van de vergelijkifigz) = 0, dus het vinden van het nulpuat metF'(a) = 0.

Veel oplossingsmethoden komen neer op het volgende:

1. Schrijf de vergelijking om in de vorm = f(z) z.d.d. een oplossing hiervan ook een oplossing®éan) = 0
is. Bovendien mag(z) in de buurt vanx niet te sterk van: afhangen.

2. Neem een beginschatting voor «, en bepaal de rij,, metz,, = f(z,—1) en hoop datlim z, = «.

n—oo

Een voorbeeld: kies

h(z) F(z)
r)=0——F= =2 —
J@) =Py =% G
dan is te verwachten dat de #j, met
ro = [
h(.l?n_1)
Tn = Tp-1 g($n71)

naara convergeert.

8.4.2 De lokale convergentiestelling

Zij a een oplossing vam = f(z) en zijz,, = f(z,—1) bij gegevenz,. Zij f'(x) continu in een omgeving van.
Zij f'(a) = Amet|A| < 1. Danis er eerd > 0 z.d.d. voor iedere, met|zg — «| < 6 geldt:

1. lim n, = q,
n—oo

2. Alsvoor zekeré: geldt: z;, = «, dan geldt voor iedere > k datx,, = a. Als x,, # « voor allen dan geldt

lim =A , lim =A , lim R A

X7 Tn In " Tn-1
n—oo (¥ — xn71 n—oo (L’n71 — ;C,n72 n—oo (En — {Enfl 1 — A

Tp — Tp—1

De grootheidA wordt deasymptotische convergentiefactggnoemd, de grootheit = —1°1og | A| de asymptotis-
che convergentiesnelheid
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8.4.3 Extrapolatie volgens Aitken

We stellen
Ty — Tp—
A= lim _n— onol
n—=00 Tp—1 — Tp—2
A convergeert naaf’(a). Dan zal de rij
Uy = Ty + D (xp — Tp_1)
n n 1 _An n n—1

convergeren naat.

8.4.4 De iteratiemethode van Newton

Het omvormen varf'(z) = 0 in z = f(x) kan op meerdere manieren. Een esg&batvoorwaarde daarbij is dat in
een omgeving van een wortelgeldt dat| /()| < 1, en hoe kleineyf’(x) is, hoe sneller de reeks convergeert. Een
algemene manier orfi(x) te construeren is

f(z) =z — (2)F(x)
met®(x) # 0 in een omgeving van. Als men kiest:

P(x) = ﬁw)

dan geeft dit de methode van Newton. De iteratieformule wordt dan:
LTp = Tp—1 —

Enkele eigenschappen:
¢ Dit resultaat is ook m.b.v. Taylorreeksen af te leiden.
e De globale convergentie is vaak moeilijk te onderzoeken.
e Als z,, ver vana af ligt kan de convergentie soms erg traag zijn.
e De aannamé”(«) # 0 betekent datv een enkelvoudig nulpunt is.
Voor F(x) = 2% — a wordt de reeks:
Tn = % ((k — Va1 + T,f;)

Dit is een bekende methode om wortels te berekenen.

De volgende code vindt het nulpunt van een functie via de methode van Newton. Het nulpunt ligt binnen het interval
[x1, x2] . De waarde wordt aangepast totdat de nauwkeurigheid beter iselas. De functiefuncd is een
routine die zowel de functie en de eerste afgeleide in purtuggeeft en pointers daarnaartoe invult.

float SolveNewton(void (*funcd)(float, float*, float*), float x1, float x2, float eps)

{
int j, max_iter = 25;
float df, dx, f, nulpunt;

nulpunt = 0.5 * (x1 + x2);
for ( = 1; ] <= max_iter; j++)

{
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(*funcd)(nulpunt, &f, &df);

dx = f/df;

nulpunt = -dx;

if ( (x1 - nulpunt)*(nulpunt - x2) < 0.0 )

{
perror("Jumped out of brackets in SolveNewton.");
exit(1);
if ( fabs(dx) < eps ) return nulpunt; /* Convergence */
}
perror("Maximum number of iterations exceeded in SolveNewton.");
exit(1);
return 0.0;

}

8.4.5 De secant methode

Dit is, i.t.t. de vorige methoden, een tweetraps methode. Als men twee benaderjngen,, 1 voor een nulpunt
heeft dan kan men als volgende benadering nemen het snijpunt

Tp — Tp—1

F(LIJ") — F(JUn—l)

Er is sprake van interpolatie al8(z,,) en F'(z,_1) een verschillend teken hebben, anders van extrapolatie.

Tpt1 = Tp — F(xy)

8.5 Polynoom interpolatie

Een basis voor polynomen van graaés gegeven door diaterpolatiepolynomen van Lagrange

Er geldt dat:

1. ledereL,(x) heeft graach,

2. LJ({L‘Z) = 6ij voori, 5 =0,1,...,n,

3. leder polynoonp(z) is op eenduidige wijze te schrijven als

p(x) = chLj(:r) met ¢; = p(x;)
j=0

Dit is geen geschikte wijze om de waarde van een polynoom in een gegeven puimte berekenen. Hiervoor is
het Horner algoritme beter geschikt: de waasde Y, c,2* in z = a is als volgt te berekenen:

float GetPolyValue(float c[], int n)
{

int i; float s = c[n];
for i =n-1;i>=0; i)

{

s =s *a+ (i
}
return s;

}

dan heefts na afloop de waarde(a).
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8.6 Bepaalde integralen

Vrijwel alle numerieke integratie methoden zijn gebaseerd op een formule van de vorm:

b n
[ H@de =3 ettan + B

metn, ¢; enx; onafhankelijk vanf(z) en R(f) de restfout die voor alle gebruikelijke methoden de var(y) =
C @ (¢) heeft mett € (a,b) eng > n + 1. Vaak worden de punten; equidistant gekozen. Enkele gebruikelijke
formules zijn:

e De trapeziumregeb, = 1,29 = a,z1 =b,h = b — a:

/f

e Regel van Simpsom = 2, zg = a, 21 = 3(a+b), 22 =b,h = 3(b— a):

w\?

h3
f(xo) + f(x1)] = Ef"(ﬁ)

/ Flade = 215(a0) + A1) + 1)~ 2 FO(E)
e De midpointregeln =0,z = S(a+b),h=b— a:
/f )z = hf (o) + (6

Als f sterk varieert binnen het interval zal men dit interval gewoonlijk opsplitsen en de integratieformules op de
deelintervallen toepassen.

Als men zowel de céfficientenc; als de punten; in een integratieformule zodanig wil bepalen dat de integratiefor-
mule exact geldt voor polynomen van een zo hoog mogelijke graad, dan krijgt men een integratieformule van Gauss.
Twee voorbeelden hiervan zijn:

1. De tweepuntsformule:

roms s o) 1 ()]« oo

2. De driepuntsformule:

h

/f@ﬂx_g{w«}h¢g)+&ﬂm+5fowf>]+H§$f“®)

—h

8.7 Differentiéren

Voor de numerieke berekening vdf(x) staan verschillende differentiatieformules ter beschikking:

e \oorwaartse differentiatie:
flx+h)— f(x)

flay = B2 e
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e Achterwaartse differentiatie:

i) = TOIEZD ey

e Centrale differentiatie: b 3 2
f’(m) _ f(a: + )2_hf(37 - ) _ Hf///(g)

e Als meer functiewaarden gebruikt worden is de benadering beter:
ff(x+2h)+8f(x+h)f8f(xfh)+f(9372h) h*

HOE o =0
Ook voor hogere afgeleiden bestaan er formules:
() = —flz+2h)+16f(x+h) — 31(;{;36) +16f(x — h) — f(z — 2h) N %f(ﬁ)(f)

8.8 Differentiaalvergelijkingen

We gaan uit van de eerste orde DX(x) = f(x,y) voorz > xz, en beginvoorwaardg(z,) = x¢. Stel dat we
benaderingeny, zs, ..., z, voory(x1), y(z2),...,y(x,) gevonden hebben. Dan kunnen we ter bepalingzyan als
benadering vooy(z,.+1) enkele formules afleiden:

e Euler (eenstaps, expliciet):
2

Zntl = Zn t+ hf(xnyzn) + ?y//@.)
e Midpointregel (tweestaps, expliciet):

3

h
Zn+1 = Zn—1 + 2hf(517n, Zn) + ?

y"(€)

e Trapeziumregel (eenstaps, impliciet):

h3 ///(5)
12"

Runge-Kutta methoden zijn een belangrijke klasse van eenstaps methoden. Ze worden gemotiveerd doordat de
oplossingy(x) voldoet aan:

Zn+1 = Zn + %h(f('rwu Zn) =+ f(In—&-la Zn—i—l)) -

Yn+1 = Yn + hf(En,y(ﬁn)) met ¢, € (ivmxn+1)

Omdat¢,, onbekend is worden er enkele “metingen” gedaan van de incrementfiénetief (x, y) in goed gekozen
punten nabij de oplossingskromme en vervolgens neemt menzyqQr— z,, een gewogen gemiddelde van de
meetwaarden. Zo geldt voéen van de mogelijke 3e orde Runge-Kutta methoden:

ki = hf(zn, zn)
ks = hf(z,+3h, 20+ 1k1)
ks = hf(z,+3h, 2, + 3ko)
Zngl = 2o+ g(2ky + ko + 4ks3)
en de klassieke 4e orde methode is:
Ky hf(Zn, zn )
ky = hf(z,+ hzn—i— kl)
ks = hf(zn+ $hyzn + 2ka)
ky = hf(xn+h,zn+k3)

Zng1 = 2o+ (k1 + 2ka + 2ks + ky)

Vaak wordt de nauwkeurigheid nog vergroot door de stapgrootte per stap aan te passen aan de geschatte afrondings-
fout. Bij 4e orde Runge-Kutta is stapverdubbeling de meest voor de hand liggende methode.
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8.9 De fast Fourier transformatie

We kunnen de Fouriertransformatie van een functie benaderen als we een aantal discrete punten hebben. Stel we
hebbenV opeenvolgende samplég = h(tx), t = kA, k =0,1,2,..., N — 1. De discrete Fourier transformatie

is dan gegeven door:
N-—-1

H, = Z hke%rikn/]\/
k=0
en de inverse Fouriertransformatie door

1 N-1
hy = N ?;) H716727mkn/N

Deze operatie is van ord&2. Dit kan sneller, ordeV -2 log(N), met de Fast Fourier transformatie. Hiertoe ziet
men in dat een discrete Fouriertransformatie met lengtecursief opgedeeld kan worden in de som van 2 discrete
transformaties met lengt¥/2, &n gevormd van de even punten, de ander van de oneven.

Dit is als volgt te implementeren. Het arrdgta[1..2*nn] bevat op de oneven plaatsen hedlesen op de even
plaatsen de imaginaire delen van de invoerwaardata[l] is het rééle deel erdata[2] het imaginaire deel
van fy, etc. De volgende routine vervangt de waardedata door hun discreet Fourier getransformeerden als
isign =1, en door hun invers getransformeerde elementeisigis = —1. nn moet een macht van 2 zijn.

#include <math.h>
#define SWAP(a,b) tempr=(a);(a)=(b);(b)=tempr

void FourierTransform(float data[], unsigned long nn, int isign)

{
unsigned long n, mmax, m, j, istep, i;
double wtemp, wr, wpr, wpi, wi, theta;
float tempr, tempi;

n =nn << 1,

J 1
for i = 1,1 < n;i+=2)
{
if (j>1i)
{
SWAP(data[j], data[i]);
SWAP(data[j+1], data[i+1]);
}
m = n >> 1,
while (m >= 2 & j > m)
{
j-=m
m >>= 1;
}
j = m;
}
mmax = 2;
while ( n > mmax ) /* Buitenste loop, wordt log2(nn) maal uitgevoerd */
{
istep = mmax << 1;
theta = isign * (6.28318530717959/mmax);

wtemp = sin(0.5 * theta);
wpr = -2.0 * wtemp * wtemp;
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wpi = sin(theta);
wr = 1.0;
wi = 0.0;
for (m = 1; m < mmax; m += 2)
{
for (i = m; i <= n; i += istep) /* Danielson-Lanczos formule */
{
j = i + mmax;
tempr = wr * data[j] - wi * data[j+1];
tempi = wr * data[j+1] + wi * datal[j];
datalj] = datali] - tempr;

data[j+1] = data[i+1] - tempi;
datali] += tempr;
data[i+1l] += tempi;

}
wr = (wtemp = wr) * wpr - wi * wpi + wr;
wi = wi * wpr + wtemp * wpi + wi;

}

mmax=istep;

}
}
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